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Katy miedzy odcinkami w graniastostupie prawidtowym
trojkatnym

Zrodto: Rodion Kutsaev, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Znajac definicje graniastostupa prawidlowego trojkatnego i majgc podstawowe wiadomosci
z geometrii, bez problemu powiemy, jakie katy wystepuja pomiedzy jego krawedziami.
Kiedy jednak spojrzymy na pewien odcinek - przekatna Sciany bocznej - okaze sig¢, ze
wyznaczanie miar katow pomiedzy nim a innymi odcinkami w graniastostupie przestaje by¢
takie fatwe. W tym materiale dowiesz sig¢, jakie zaleznoSci geometryczne

i trygonometryczne pomoga w wyznaczaniu miar kagtow pomiedzy odcinkami

w graniastostupie prawidlowym tréjkgtnym.

Twoje cele

o Wskazesz katy miedzy odcinkami w graniastostupie prawidtowym trojkatnym.

e Wyznaczysz miary katow miedzy odcinkami w graniastostupie prawidlowym
trojkatnym.

o Wykorzystasz wiedze z planimetrii do rozwigzywania zadan ze stereometrii.




Przeczytaj

Definicja: graniastostup prawidtowy tréjkatny

Graniastostup prawidlowy trojkatny to taki graniastostup prosty, ktory ma w podstawie
trojkat rownoboczny.

Bryta ta ma piec Scian: dwie podstawy i trzy Sciany boczne. Ponizej prezentujemy tabele
systematyzujgca rodzaje odcinkow lezacych w ptaszczyznach tych Scian oraz podajacg ich
liczbe i dlugo$¢ w zaleznosci od dlugosci krawedzi podstawy a oraz krawedzi bocznej h.
Odcinki te zostaly zaznaczone w przedstawionym nizej aplecie.

. . Liczba odcinkow Wz6r na dtugosé
Nazwa odcinka Oznaczenie ) . .
w graniastostupie odcinka
Krawedz podstawy a 6 -
Krawedz boczna h 3 -
Wysoko$¢ podstawy h, 6 hy, = ‘“2/5
Przekatna $ciany d 6 d=VaZ L2

bocznej

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DUsectF8p

Pomiedzy przecinajacymi sie odcinkami w graniastostupie powstajg rozne katy. Miara
czes$ci z nich jest stata, innych jest zalezna od wymiarow graniastostupa.
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« Kat pomiedzy dwoma krawedziami w podstawie ma miare 60°, poniewaz figura
w podstawie to trojkgt rownoboczny.

» Kat pomiedzy krawedzig boczng a dowolnym odcinkiem lezacym w plaszczyznie
podstawy (w tym krawedzig podstawy czy jej wysokos$cig) ma miare 90°, poniewaz
w graniastostupie prostym kazda krawedz boczna jest prostopadta do plaszczyzny
podstawy.

Ponizej zajmiemy si¢ wiec bardziej skomplikowanymi przypadkami katéw pomiedzy

odcinkami w graniastostupie prawidtowym trojkgtnym.

Kat pomiedzy przekatna sciany bocznej a krawedzig podstawy
lezaca na tej samej Scianie

Kat ten mozna znalez¢ w trojkgcie prostokatnym AC A’ i wyznaczy¢ z warto$ci jednej
z funkcji trygonometrycznych:

sina:%
cosa = 7

— bk
tga =

Przyktad 1

Wyznaczymy miare kata pomiedzy przekatng Sciany bocznej graniastostupa
prawidlowego tréjkatnego a krawedzig podstawy lezaca na tej samej Scianie wiedzac, ze
obwdd podstawy wynosi 15, a obwod Sciany bocznejjest rowny 28.




Rozwigzanie

. : _ 15 _
Obwod podstawy wynosi 19, zatema = 5> = 5.

1 . . 2825
Obwaod Sciany bocznejwynosi 28, zatem 2a + 2h = 28,stad h = =5— = 9.

Obliczamy tangens szukanego kata
tga =4 =1,8.

Szukamy odpowiedniej wartosci w tablicy wartosci funkcji trygonometrycznych.

sin o

o] cos tg Bl°]
57 0, 8387 1,5399 33
58 0, 8480 1,6003 32
59 0,8572 1,6643 31
60 0, 8660 1,7321 30
61 0, 8746 1,8040 29
62 0, 8829 1,8807 28
63 0,8910 1,9626 27

i podajemy odpowiedz: a ~ 61°.

Kat pomiedzy przekatna sciany bocznej a krawedzig boczna




Kat ten mozna znalez¢ w trojkgcie prostokatnym AC A’ i wyznaczy¢ z warto$ci jednej
z funkcji trygonometrycznych:

i —a
sina =
— h
cosa =
— a
tga = 3

Warto zauwazyc¢, ze suma miar katow pomiedzy przekatng Sciany bocznej a krawedziami
odpowiednio podstawy i boczng wynosi 90°:

<< AA'C| + |<A'CA| =90°
Przyktad 2

W graniastostupie prawidtowym trojkgtnym kat pomiedzy przekatna Sciany bocznej
a krawedzig boczng ma miare 30°. Przekatna $ciany bocznejjest o 4 dtuzsza od krawedzi
podstawy. Oblicz sume dtugosci wszystkich krawedzi tego graniastostupa.

Rozwigzanie
d=a-+14

) o a
sin 30° = )

tg30° = &

V3 _ 4
3

~ h
_ 12 9
h=-%=4V3

Suma dlugosci wszystkich krawedzi tego graniastostupa wynosi
6-4+3-4v3=24+12V3.

Kat pomiedzy przekatnga sciany bocznej a wysokoscia
podstawy



Kat pomiedzy przekatng $ciany boczneja wysoko$cig podstawy mozna znalez¢ w trojkacie
DCA'. Trojkat ten jest prostokgtny, poniewaz wysoko$¢ C'D jest prostopadta do $ciany
ABB' A, a wiec jest prostopadta do kazdej prostejlezgcej w plaszczyznie $ciany, w tym do
A'D.

Warto zauwazyc¢, ze korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa mozemy wyznaczy¢ dlugos¢
odcinka A’ D w zalezno$ci od dtugo$ci krawedzi graniastostupa

4D = \/r2 + (5)°

Dane s3 nastepujace wartosci funkciji trygonometrycznych omawianego kata:

. |ap]
SIin o = —a
_
cosa =
_ 4D
tga = i

Przyktad 3

Wyznaczymy miare kata pomiedzy przekatng Sciany bocznej a wysokos$cig podstawy
graniastostupa prawidtowego trojkatnego, w ktorym krawedz podstawy jest 2 razy
krotsza od krawedzi boczne;j.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez a dlugo$¢ krawedzi podstawy. Wtedy dlugo$¢ krawedzi bocznejh = 2a.
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Wysoko$¢ w podstawie ma dtugos¢ h, = QT\/E

Dlugosc¢ przekatnej Sciany bocznejd = \/a2 + (2a)2 — v5a% = aV/5.
Obliczamy cosinus szukanego kata:

a3 -
= _ V3 _ V15
axz/g o2y5 10 N0’3873

CoOS & =

i odczytujemy jego przyblizong miare

Kat pomiedzy przekatnymi scian bocznych o wspdélnym

wierzchotku

sin o

of’ cos 3 tge
17 0,2924 0, 3057
18 0, 3090 0, 3249
19 0, 3256 0, 3443
20 0, 3420 0, 3640
21 0, 3584 0, 3839
22 0, 3746 0,4040
23 0, 3907 0,4245
24 0,4067 0,4452
25 0,4226 0,4663
a~ 67"

Al°]
73
72
71
70
69
68
67
66
65



A/

Kat pomiedzy przekatnymi $cian bocznych o wspolnym wierzchotku lezy w trojkacie
réownoramiennym BC' A’ pomiedzy ramionami o dtugosci d, na przeciwko podstawy a.
Cosinus tego kata mozemy wyznaczy¢ powotujgc sie na twierdzenie cosinusow:

|BC|> = |BA']> +|CA'|> =2 |BA'| - |CA/| - cos
a2 =d?>+ d? — 2d?cosa
2d2 cosa = 2d? — a?

_ 2d’-a®> _ 1 d*
cosa = 55— =1— 55

Z powyzszych wyliczen wynika, ze cos a < 1, poniewaz powstaje jako roznica liczby 1
i liczby dodatnie;j.

Co wigcej, z geometrii graniastostupa prawidlowego trojkatnego wynika, ze krawedz
podstawy jest krotsza od przekatnejSciany bocznej (poniewaz, przekatna jest
przeciwprostokatng w trojkacie o przyprostokatnej a). Zatem mozemy oszacowac

a? d? 1

W < 2 T 2

Uwzgledniajac szacowanie w wyznaczonym wzorze na cosinus otrzymujemy informacije, ze

cosa > % poniewaz cosinus obliczymy jako roznice liczby 1 i liczby mniejszejniz %

Pamietajac o tym, ze dla katoéw ostrych funkcja cosinus jest malejgca wnioskujemy, ze kat o
ma miar¢ mniejsza niz 60°.

Przyktad 4
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Obliczymy dlugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa prawidtowego trojkatnego,
w ktorym diugos¢ krawedzi bocznejwynosi 8, a miara kata pomiedzy przekgtnymi Scian
bocznych o wspolnym wierzchotku jest jest rowna a, przy czym cos o = 0, 82.

Rozwigzanie

Korzystajac z tw. cosinusow w trojkgcie BC' A’ zapisujemy:
ad=d>+d*—-2-d-d-0,82

a’? = 2d* — 1, 64d>

a’ =0, 36d>

uwzgledniajac fakt, ze a > 0 oraz d > 0 otrzymujemy
a=0,6d

Zapisujemy tw. Pitagorasa w trdjkgcie prostokatnym BB’ A':
82 4 a? = d?

64 + (0,6d)* = d?

d?> —0,36d? = 64

0,64d> = 64

d?> =100



d = 10.

Szukana wielko$¢ a = 0,6 - 10 = 6.

Kat pomiedzy przekatna sciany bocznej a krawedzig podstawy
lezaca na sasiedniej Scianie bocznej

Z jednej strony miare tego kata mozemy wyznaczy¢, podobnie jak w poprzednim
przypadku, zapisujac twierdzenie cosinusow dla trojkata rownoramiennego BC A’

d?> = a® + d?> — 2ad cos a

_ _a?
CoOsS ¥ = Sad

= &
cCos o = 2%d

Podobnie jak poprzednio, a < d, zatem cos a < % = %, awieca > 60°.

Z drugiej strony, kat a wystepuje w tréjkacie prostokatnym CDA’, gdzie D jest srodkiem
krawedzi BC'i jednocze$nie spodkiem wysoko$ci AD w postawie. Jego miare mozemy
wyznaczy¢ korzystajac z wartosci funkcji trygonometrycznych

. IDA|
SiINn o = —a

__a

— 2

Q_|N|D

CoOS o =

IDA| 2|DA'|
o = T = o

tg

2



Przyktad 5

W graniastostupie prawidtowym tréojkgtnym tangens kata pomiedzy przekatng Sciany
bocznej, a krawedzig podstawy lezacg na tej samej Scianie jest rowny %. Wyznaczymy
sinus kata pomiedzy przekatng Sciany bocznej, a krawedzig podstawy lezacg na sasiedniej
Scianie boczne;j.

Rozwigzanie

Zaznaczmy na rysunku dwa katy przedstawione w tresci zadania.

Wiemy, ze tg 8 = %, zatem % = %, czyli h = %a.
Z tw. Pitagorasa w trojkacie BAA' otrzymujemy

d? = a® + h?

d:\/a2+(%a)2:\/a2+%a2:\/%(ﬁ:%a

Mozemy obliczy¢ cosinus kata o korzystajac z definicji funkcji trygonometrycznych
w trojkacie CDA":

o]

&.|N|p

_ . 3
COoOS o — B 10

o e

a

Wstawiajac warto$¢ cosinusa do jedynki trygonometryczneji pamietajac, ze oo ma miare
mniejszg niz 180°, otrzymujemy:
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Stownik

graniastostup prosty

to graniastostup, w ktorym wszystkie krawedzie boczne s3 prostopadte do podstaw,
a wiec wszystkie Sciany boczne sg prostokgtami

twierdzenie Pitagorasa

jezeli trojkat jest prostokatny, to suma kwadratow diugosci przyprostokatnych jest rowna
kwadratowi dtugosci przeciwprostokatnej

twierdzenie cosinusow

w dowolnym trojkgcie kwadrat dlugosci dowolnego boku jest rowny sumie kwadratow
dtugosci dwoch pozostatych bokow pomniejszonej o podwojony iloczyn dtugosci tych
bokow i cosinusa kata zawartego miedzy nimi.

a? = b+ — 2bccos o
jedynka trygonometryczna

to tozsamos$¢ trygonometryczna mowigca, ze suma kwadratow sinusa i cosinusa tego
samego kata jest zawsze rowna 1.

Dla dowolnego kata o zachodzi:

2

sinfa +cosla =1






Animacja 3D

Polecenie 1

Obejrzyj animacje 3D, a nastepnie rozwigz zadania umieszczone w poleceniach 2i 3.

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DwijsEEANU

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacy katow miedzy odcinkami w graniastostupie
prawidtowym czworokgtnym.

Polecenie 2

W graniastostupie prawidtowym trojkatnym dtugosé krawedzi bocznej jest rowna wysokosci
trojkata w podstawie. Oblicz tangens kata pomiedzy przekatng sciany bocznej, a krawedzig
podstawy lezagca na sasiedniej Scianie.

Polecenie 3

Kat pomiedzy przekatnymi BA' i BC’ $cian bocznych graniastostupa prawidtowego
trojkatnego o wysokosci 1 ma miare 30° (patrz rysunek). Wyznacz przyblizong miare kata
miedzy odcinkiem BA’ a krawedzia BA.



https://zpe.gov.pl/a/DwjsEEdNU




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 ¢
Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O

Kat pomiedzy przekatnymi scian bocznych o wspolnym wierzchotku w graniastostupie
prawidtowym tréjkatnym ma miare 30°, a dtugos$¢ krawedzi podstawy wynosi 1. Oblicz

dtugosc krawedzi bocznej tego graniastostupa.

Cwiczenie 6 QO
W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym kat pomiedzy przekatng Sciany bocznej
a wysokos$cig podstawy wychodzacymi z tego samego wierzchotka ma miare 60°.

Oblicz tangens kata pomiedzy przekatng sciany bocznej a krawedzig podstawy lezaca

na tej samej Scianie.

Cwiczenie 7 @
Przekatna sciany bocznej graniastostupa prawidtowego tréjkatnego tworzy z krawedzia
podstawy lezacg na sasiedniej Scianie bocznej kat, ktérego sinus jest rowny %—%5. Suma

dtugosci wszystkich krawedzi tego graniastostupa wynosi 54 cm. Oblicz dtugos¢

krawedzi podstawy.



Cwiczenie 8

W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym dana jest miara kata a pomiedzy
przekatnymi $cian bocznych wychodzacymi z tego samego wierzchotka. Wyznacz
cosinus kata 8 pomiedzy przekatna sSciany bocznej a krawedzig podstawy lezaca na

sgsiedniej $cianie boczne).



Dla nauczyciela

Autor: Bartlomiej Cymbalista
Przedmiot: Matematyka
Temat: Katy miedzy odcinkami w graniastostupie prawidlowym tréjkatnym

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum - poziom
rozszerzony

Podstawa programowa:
X. Stereometria.
Zakres podstawowy. Uczen:

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np.
krawedziami, krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy Scianami, oblicza miary tych
katow

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije cyfrowe,

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie,

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij.
Cele operacyjne:
Uczen:

» wskazuje katy miedzy odcinkami w graniastostupie prawidlowym trojkatnym,

» wyznacza miare kata miedzy odcinkami w graniastostupie prawidtowym trojkatnym,

» wykorzystuje wiedze z planimetrii i trygonometrii do rozwigzywania zadan ze
stereometrii.

Strategie nauczania:
» konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

 dyskusja w oparciu o zagadnienia z sekcji ,Przeczytay,



dyskusija,
praca z medium bazowym,
pokaz.

Formy pracy:

praca indywidualna,
praca w parach,
praca cala klasa.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu,
zasoby multimedialne zawarte w e-materiale,

tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda,

model szkieletowy graniastostupa prawidtowego trojkatnego, wiodczka.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,,Kgty miedzy odcinkami w graniastostupie

prawidtowym tréjkatnym”, wskazuje cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel omawia katy miedzy roznymi odcinkami w graniastostupie prawidtowym

trojkatnym w oparciu o sekcje ,,Przeczytaj’, wraz z przyktadami. Nauczyciel prosi
wybranych uczniow o przedstawienie omawianych kgatow przy pomocy modelu
szkieletowego i wioczki.

. Uczniowie rozwigzujg indywidualnie ¢wiczenie 1z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel

moderuje dyskusje nad poprawnymi odpowiedziami otrzymujac informacje zwrotna od
uczniow, czy dobrze zrozumieli przekazany wczesSniej material. W razie potrzeby,
jeszcze raz pokazuje na modelu przestrzennym omawiane katy.

. Uczniowie rozwigzujg indywidualnie ¢wiczenia 2-4 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel

prosi wybranych ucznioéw o podanie poprawnych odpowiedzi, a w przypadku
watpliwosci, przedstawienie rozwigzan na tablicy.

. Uczniowie, w parach, rozwiazujg ¢wiczenia 7-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie

wybrane osoby omawiaja rozwigzanie na tablicy. Nauczyciel moze nagrodzi¢ poprawne
rozwigzanie ocena.

. Uczniowie w parach zapoznajg si¢ z animacjg 3D oraz rozwigzuja polecenia 2-3

znajdujace sie w tej sekcji. Wybrani uczniowie przedstawiaja poprawne rozwigzania na
tablicy.

Faza podsumowujaca:



1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz
sie” oraz ,Animacja 3D”.

Zadanie domowe
Cwiczenia 5-6 z sekcji ,Sprawdz sie”.
Materialy pomocnicze:
o Przekrdjbryly - graniastostup prawidtowy trojkatny
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze przedstawi¢ animacje 3D na duzym ekranie dla calejklasy, a nastepnie
dac¢ czas uczniom na indywidualne (lub w parach) rozwigzanie zadan z tej sekcji. Moze
takze oceni¢ rozwiazania tych zadan.

Animacje 3D mozna rowniez wykorzystac¢ podczas realizacji lekcji ,,Katy miedzy odcinkami
w graniastostupie”.
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