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Zrédto: Adrien Converse, domena publiczna.

Proces modelowania ruchow Browna wystepuje na poziomie molekularnym, dzieki czemu
uznajemy, ze jest on losowy. Natomiast metoda Monte Carlo korzysta z losowosci, aby
uzyskac rezultaty zblizone do realnych. Z tego e-materiatu dowiesz sie, w jaki sposob
przeprowadzi¢ symulacje ruchow Browna metodg Monte Carlo.

Implementacje symulacji ruchéw Browna za pomoca omawianej metody przedstawiamy
w e-materiatach:

e Symulacja ruchéw Browna metoda Monte Carlo w jezyku C++,
e Symulacja ruchéw Browna metoda Monte Carlo w jezyku Java,
« Symulacja ruchow Browna metoda Monte Carlo w jezyku Python.

Wiecej zadan? Sigegnij do: Symulacja ruchéw Browna metoda Monte Carlo - zadania
maturalne
Twoje cele

e Przeanalizujesz sposob poruszania si¢ czasteczki pod wpltywem ruchow Browna.

» Zaimplementujesz algorytm generowania liczb pseudolosowych do odtworzenia
chaotycznych zjawisk wystepujacych w przyrodzie.

o Scharakteryzujesz algorytm przeprowadzania prostej symulacji ruchéw Browna.
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Przeczytaj

Modelowanie ruchéow Browna

Ruchy Browna (o ktorych mozesz przeczyta¢ m.in. w e-materiale Modelowanie ruchow
Browna) zostaly opisane — niezaleznie — przez Alberta Einsteina, w 1905 roku oraz przez
polskiego fizyka Mariana Smoluchowskiego, w 1906 roku. Ich nazwa pochodzi od botanika
Roberta Browna, ktory pod mikroskopem zaobserwowat chaotyczne ruchy pytku
kwiatowego. Ruchy Browna powodowane s3 nieustannym zderzaniem si¢ czasteczek ptynu
w danym o$rodku. Przyktadowy model takiego procesu moze polega¢ na umieszczeniu
wirtualnej czasteczki w wirtualnym ptynie, w ktéorym — co pewien okreslony czas —
czasteczka zostaje przemieszczona w losowym kierunku, w wyniku wirtualnej kolizji.

Caly proces ma charakter uSredniony. Dzieki temu kazda kolizja powoduje przesunigcie
czasteczki o okreslong z gory odlegtosc.

Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo zostata opracowana miedzy innymi przez polskiego naukowca
Stanistawa Ulama oraz wegiersko — amerykanskiego naukowca Johna von Neumanna.
Wykorzystano jg podczas prac nad bomba jadrowg w celu symulacji procesu rozpadu jader
czasteczek. Proces byt na tyle skomplikowany, ze zastosowanie klasycznych modeli
obliczeniowych nie zdawato egzaminu.

Metoda polega na przeprowadzeniu procesu w losowy sposob, zaktadajac, ze po
wystarczajgco duzejliczbie prob otrzymamy wynik zblizony do rzeczywistego.
Przyktad 1

Metode Monte Carlo mozna zastosowac, aby obliczy¢ prawdopodobienstwo wyrzucenia
orla podczas rzutu dwustronng monetg. W tym celu przeprowadzamy duzo prob,

a nastepnie zestawiamy liczbe wyrzuconych ortow z liczbg wszystkich rzutow. Po
odpowiednio duzejliczbie prob liczba wyrzuconych ortéw podzielona przez liczbe
rzutow zblizy sie do rzeczywistej wartosci 0,5.

Symulacja ruchéw Browna metodg Monte Carlo

Symulacja ruchow Browna metodg Monte Carlo wykorzystywana jest zazwyczaj w celu
poznania mozliwej trasy, zgodnie z ktorg bedzie poruszac si¢ czgsteczka. Tego rodzaju
symulacje moga generowac sztuczne wykresy gietdowe, dzwigki (np. szum czerwony), trasy
losowego bladzenia oraz roznego rodzaju ksztalty (np. ptatki $niegu).


file:///b/P14JSHgfz
javascript:void(0);

W celu utworzenia szkicu trasy, ktorg poruszala si¢ czasteczka, mozemy wykorzystac
graficzne mozliwosci jezykow programowania. W tej czesci lekeji omowimy jednak
najwazniejsze aspekty symulacji ruchow Browna metodg Monte Carlo.

Aby zwizualizowac proces losowego poruszania si¢ czgsteczki w plynie, zaktadamy, ze
kazda kolizja powoduje przemieszczenie si¢ czasteczki o okreslong dlugo$¢ w dowolnym
kierunku. W tym celu wybieramy losowy kat z zakresu (0, 27), a nastepnie dokonujemy jej
przesuniecia o wybrang dlugo$¢ pod wylosowanym katem.

W poprzednich e—materialach dotyczacych modelowania ruchow Browna postugiwalismy
si¢ algorytmem, w ktorym czasteczka reprezentowana byla przez dwie zmienne
zmiennoprzecinkowe. W kazdej kolizji przesuwaliSmy czgsteczke o wektor dlugosci r pod
losowo wybranym katem. Pozycje po kazdym przesunieciu zapisywaliSmy w tablicy. Po
zakonczeniu algorytmu wypisywaliSmy ostatni punkt.

Jezeli chcemy utworzyc¢ regularniejsze trasy, to mozemy pozwoli¢ sobie na odstepstwo od
wyboru kazdego losowego kata z przedziatu (0, 27). Mozemy na przyktad postanowi¢, ze
losujemy tylko sposrod wielokrotnosci wybranego kata. W tym celu nalezy wylosowac liczbe
catkowita z przedziatu od 0 (wlacznie) do wybranejliczby k (nie wiaczajgc k). Wowczas, po
podzieleniu kata 2nt przez k, a nastepnie pomnozeniu przez wylosowang liczbe, uzyskamy
losowg wielokrotnosc¢ kata %

Przykladem pseudokodu uwzgledniajagcego powyzsza zmiane (random_int (k)) jest
funkcja generujaca losowq liczbe catkowita od 0 (wiacznie) do k (wlgcznie):

1 // liczba kolizji
n = 10000

2

3

4 // obroét nastgpi o wielokrotnos¢ kat 360/k stopni
5k =3

6

7 // diugos¢ wektora

8
9

r = 0.1

10 // poczatkowe polozenie czagsteczki

11 X = 0.0
12y = 0.0
13

14 // tablice przechowujace kolejne pozycje czgsteczki
15 deklaracja tablicy ruchy_x o wielkosci n+1

16 deklaracja tablicy ruchy_y o wielkosSci n+1

17



18 // zapisz w tablicach poczatkowe polozenie czgsteczki
19 ruchy_x[0] = X
20 ruchy_y[0] = vy

21

22 // dla kazdej kolizji

23 dla i =1, 2, ..., n wykonuj

24 // losowa wielokrotnos¢ kagta 360/k kat

25 fi = random_int(k - 1) * 2 * PI / k;

26

27 // zamien postac¢ wektora (diugos¢, kat) na wspoirzedne
28 dx = r * cosinus(fi)

29 dy = r * sinus(fi)

30

31 // przesun czasteczke o wektor [dx, dy]

32 X = X + dx

33 y =y + dy

34

35 // zapisz w tablicach obecne polozenie czgsteczki
36 ruchy_x[i] = x

37 ruchy_y[i] = vy

38

39 // wypisz koncowg pozycje
40 wypisz X
41 wypisz y

Utworzone w ten sposob trasy moga wygladac nastepujaco:

k =3



Zrédto: tylko do uzytku edukacyjnego.

k = 4

Zrédto: tylko do uzytku edukacyjnego.

n =25




Zrédto: tylko do uzytku edukacyjnego.

Opisane powyzej zagadnienie znane jest takze jako bladzenie losowe. Sprobujmy
przeprowadzi¢ prosty eksperyment za pomocg metody Monte Carlo. Umies¢my czgsteczke
na osi liczbowejw punkcie 0. W kazdej kolejnej iteracji niech czasteczka porusza si¢ losowo
w prawo lub lewo o 1. Po k (np. 20) iteracjach zapiszmy pozycje czasteczki. Eksperyment
powtorzmy n (np. 10 000) razy. Na koniec stworzmy wykres stupkowy, w ktorym na osi
poziomej znajdzie si¢ odleglos¢ czastki od potozenia poczatkowego, a na osi pionowej
liczba prob, ktore zakonczyly si¢ na tej pozycii.

Eksperyment mozemy zrealizowac¢ zgodnie z ponizszym pseudokodem:

1 wynik[0..2 * k] - tablica wypelniona zerami

2

3 // liczba prob

4 n = 10000

5 // liczba ruchow

6 k = 20

7

8dlai=0, 1, ..., n - 1 wykonuj

9 // pozycja na srodku
10 pozycja = k
11
12 dla j =0, 1, ..., k - 1 wykonuj
13 pozycja += random_int(1) * 2 - 1
14 wynik[pozycja] += 1
15

16 rysuj wykres tablicy wynik



Wrynik przykltadowego eksperymentu:

Wynik eksperymentu dla 10000 préb
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Liczba zakohczonych préb dla danej odlegtosci
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Odlegtosc od punktu poczatkowego

Przeprowadzony eksperyment to nic innego jak puszczone kulki na desce Galtona. Kulka
zaczyna swoja wedrowke od gory, a nastepnie natrafia na przeszkode, ktora powoduje jej
ruch w lewo lub w prawo z jednakowym prawdopodobienstwem.
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Eksperyment wizualizuje rozklad dwumianowy (w Polsce zwany takze rozktadem
Bernoulliego), ktory w nieskonczonosci dgzy do rozktadu normalnego, znanego jako
rozklad Gaussa.

Proces Wienera
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Przeprowadzony eksperyment doprowadza nas do procesu Wienera, ktory w gruncie
rzeczy jest doktadnie tym samym, co ruchy Browna, czyli matematycznym opisem
chaotycznego ruchu czasteczki w ptynie. Za pomocg tego procesu oraz metody Monte
Carlo mozemy przeprowadzi¢ symulacje ruchow Browna, ktéra duzo lepiej odzwierciedla
poruszanie si¢ czasteczki w naturze. Proces ten w celu wyznaczenia nastepnego potozenia
czgsteczki wykorzystuje funkcje rozkladu prawdopodobienstwa Gaussa, ktory okreslamy
wzorem:

I e C L)
fM,U(w) - 0_\/% p < 202 )

gdzie p oznacza wartoS¢ oczekiwana (srednig), a o to odchylenie standardowe.
W powyzszym réwnaniu exp (z) = e”, przy czym e to liczba Eulera, rowna
w przyblizeniu 2,71828.

Przykladowe gaussiany dla danych parametrow p oraz o wygladajg nastepujgco:
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Zwr6cmy uwage na podobienstwo rozkladow prawdopodobienstwa do poprzednio
utworzonego wykresu.

Proces Wienera, oznaczony symbolem W, zdefiniowany jest nastgpujaco:

1. Proces W jest krzywg cigglg o punkcie poczatkowym réwnym O.

W(0) = 0

2. Proces W ma niezalezne od siebie przyrosty (lub spadki).
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3. Rozklad prawdopodobienstwa przyrostow w czasie o dtugos$ci dt jest rozkladem
normalnym Gaussa o wartosci $redniej 0 z wariancjg rowng dt.

W(t + dt) — W(t)-N(0, dt)

Definicje te mozna zatem przedstawi¢ w uproszczeniu jako funkcje btadzenia losowego,
w zaleznosci od czasu, w nastepujacy sposob:

W(t+dt) = W(t) + k- N(0, dt)

gdzie N (p, 0%) jest zmienng losowa zgodng z rozktadem normalnym Gaussa z parametrami
H oraz 0. Przy czym k jest wspotczynnikiem diugo$ci wykonywanych krokow.

Realizacja wyznaczania powyzszego procesu powinna by¢ zgodna z nastepujgcym
pseudokodem (sqrt(d) to funkcja obliczajgca pierwiastek danejliczby d):

1 // liczba kolizji

2 n = 100

3

4 // wspoiczynnik diugosci kroku

5k =1

6

7 // przyrost czasu

8 dt = 0.1

9
10 // tablica przechowujgce kolejne pozycje czgsteczki
11 deklaracja tablicy w o wielkosSci n+1
12
13 // poczatkowe potozenie czgsteczki
14 w[0] = 0.0

15

16 dla 1 =1, 2, ..., n wykonuj

17 w[i] = w[i - 1] + k * random_n(0©, sqrt(dt))
18

19 wykresl trase X, y

Wykres przyktadowej trasy W utworzonej ta metodq w zaleznosci od czasu (n = 10080,
k = 1,dt = 0.1):
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Powyzszy ksztalt mozna zastosowac jako losowo wygenerowany profil hipsometryczny lub

wykres gietdowy.

Jezeli chcemy wygenerowac trase dwuwymiarowg, musimy jednocze$nie utworzyc 2 trasy,
ktore traktujemy osobno jako wspotrzedng pozioma oraz pionowa.
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// liczba kolizji
n = 100

// wspoiczynnik diugosci kroku
k = 1

// przyrost czasu
dt = 0.1

// tablice przechowujgce kolejne pozycje czasteczki
deklaracja tablicy x o wielkosci n+1

deklaracja tablicy y o wielkos$ci n+1

// poczatkowe potozenie czgsteczki

x[0] = 0.0

y[0] = 0.0

dla i =1, 2, ..., n wykonuj
x[1i] = x[1 - 1] + k * random_n(0, sqrt(dt))
y[i] = y[1i - 1] + k * random_n(0©, sqrt(dt))
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21
22 wykresl trase X, y

Wygenerowane w ten sposob trasy moga wyglada¢ nastepujgco:

Zrédto: tylko do uzytku edukacyjnego.

Zwro¢my uwage na roznorodne diugosci, o ktore przemieszcza si¢ czasteczka. Symulacja
wykorzystujgca proces Wienera ma wyjgtkowo przydatng wlasnos¢. Aby poznac¢ wynik
symulacji, nie musimy jej przeprowadzac¢ w catosci. W momencie, gdy interesuje nas tylko
wynik symulacji, wystarczy, ze przeprowadzimy jej pierwszy krok z parametrem dt, ktory
ustawimy na dtugos¢ catej symulacij.

Stownik
szum czerwony

dzwiek szumu powstaly w wyniku ruchow Browna wystepujacych w przyrodzie
deska Galtona

deska z gwozdziami rozmieszczonymi na ksztatt trojkata. Kulka spadajaca na gwozdz
spadnie z jego lewejlub prawej strony. Eksperyment pozwala zwizualizowac
dwumianowy rozktad prawdopodobienstwa

rozktad dwumianowy

dyskretny rozklad prawdopodobienstwa opisujacy liczbe sukceséw w ciggu niezaleznych
prob (zwanych probami Bernoulliego), z ktorych kazda ma jednakowe
prawdopodobienstwo sukcesu

rozktad normalny

jeden z najwazniejszych w statystyce rozktadow prawdopodobienstwa. Definicja jego
funkciji gestosci jest nastepujgca:
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funkcje zgodne z nastepujaca forma:

profil hipsometryczny

pionowy przekrojladu przedstawiajacy rozktad wysokosci



Aplet

Polecenie 1

Uruchom Aplet prezentujacy tworzenie trasy dla ruchéw Browna jednej czasteczki. Sprawdz
dziatanie dla réznych wartosci danych wejsciowych.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DOKghbIDR

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.


https://zpe.gov.pl/a/DOKghbIDR

Sprawdz sie

Cwiczenie 1

Ruchy Browna

Dopasuj postaci do odkryc.

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Metoda Monte Carlo

Cwiczenie 2

czasie t = 50s.

() 5000

O 500

O 1

O 50

¢
Robert Brown ’
Marian Smoluchowski ’
Stanistaw Ulam ’
Albert Einstein ’
John von Neumann ’

G

Wskaz, jaka jest najmniejsza liczba iteracji, ktérag musimy wykonac, aby okresli¢ potozenie
czasteczki poruszajacej sie, zgodnie z ruchami Browna, z wykorzystaniem procesu Wienera po



Cwiczenie 3

Wskaz, ktére z ponizszych mogg byc¢ sztucznie wygenerowane za pomoca symulacji ruchéw
Browna.

(] krajobrazu gorski

(] wykres gietdowy

) PESEL

(] profil wysokosciowy trasy wyscigu kolarskiego

Cwiczenie 4

Wskaz poprawng odpowiedz. Ruchy Browna to szczegdlny przypadek btadzenia losowego.

() fatsz

() prawda

Cwiczenie 5

Uzupetnij definicje procesu Wienera. Elementy do uzupetnienia sa do wyboru.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

normalnym Gaussa ’ ‘ dt ’ ‘ przyrosty ’ ‘ 0 ’




Cwiczenie 6 @

Wskaz, w jaki sposéb mozemy przeprowadzi¢ dwuwymiarowy proces Wienera.

Losowo traktujemy 1-wymiarowy proces Wienera - raz jako wspotrzedna x, raz jako
y.

O

Przeprowadzamy 2 procesy Wienera - jeden traktujemy jako wspoétrzedng x, drugi
jakoy.

Przeksztatcamy 1 proces za pomocg funkcji matematycznej na drugi, otrzymujac 2
procesy - jeden traktujemy jako wspoétrzedng x, drugi jako .

Wybieramy losowy kat, pod ktérym przemieszczamy czasteczke o wyliczony
przyrost.

O

Cwiczenie 7 @

Wskaz poprawng odpowiedz.
Przyrosty czasu w procesie Wienera musza by¢ rownomierne.

() fatsz

() prawda



Cwiczenie 8 @

Wskaz, ile proceséw Wienera przeprowadzisz, aby zasymulowac poruszanie sie czasteczki
zgodnie z ruchami Browna w tréjwymiarowej przestrzeni.

o O O O



Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Symulacja ruché6w Browna metoda Monte Carlo

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) objasnia dobrany algorytm, uzasadnia poprawnos$c¢ rozwigzania na wybranych
przykladach danych i ocenia jego efektywnoSc;

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera i innych
urzgdzen cyfrowych.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) sprawnie postuguje sie zintegrowanym srodowiskiem programistycznym przy
pisaniu, uruchamianiu i testowaniu programow;

I +1II. Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:



3) objasnia, a takze poréwnuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz
struktury danych, wykorzystujgc przy tym przykiady problemoéw i algorytmow,
w szczegolnosci:

h) metode Monte Carlo (obliczanie przyblizonej wartosci liczby 7, symulacja ruchow

Browna),
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.
Cele operacyjne (jezykiem ucznia):
» Przeanalizujesz sposob poruszania si¢ czasteczki pod wptywem ruchow Browna.
» Zaimplementujesz algorytm generowania liczb pseudolosowych do odtworzenia

chaotycznych zjawisk wystepujacych w przyrodzie.
o Scharakteryzujesz algorytm przeprowadzania prostej symulacji ruchéw Browna.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;

e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
» Cwiczenia praktyczne;

« mapa mysli.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

telefony z dostepem do internetu.



Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostgpnia e-materiat:
»=Symulacja ruchéw Browna metoda Monte Carlo”. Nauczyciel prosi uczniow
0 zapoznanie si¢ z treSciami w sekcji ,Przeczytaj’.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia temat i cele lekcji zawarte w sekcji ,Wprowadzenie”.

2. Nauczyciel wyswietla temat oraz cele zaje¢, omawiajgc lub ustalajgc razem z uczniami
kryteria sukcesu.

3. Rozpoznanie wiedzy uczniow. Nauczyciel prosi wybranego ucznia lub uczniow
o przedstawienie sytuacji problemowej zwigzanej z tematem lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Uczniowie analizujg tresci z sekciji ,Przeczytaj” wySwietlone na
tablicy.Chetna lub wybrana osoba przypomina najwazniejsze informacje dotyczace
ruchow Browna. Inna osoba zapisuje je na tablicy w formie mapy mysli.

2. Praca z multimedium. Nauczyciel wySwietla zawartos¢ sekcji ,Aplet”. Uczniowie
wspolnie zapoznajg si¢ z tresScig zawartego w niej multimedium. Zapisujg ewentualne
problemy i pytania. Po czym nastepuje dyskusja, w trakcie ktorejnauczyciel wyjasnia
niezrozumiate tresci.

3. Cwiczenie umiejetnosci. Liga zadaniowa - uczniowie wykonuja indywidualnie na czas
¢wiczenia nr 1-8 z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania na forum.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel zadaje pytania podsumowujace, np.
- na czym polega metoda Monte Carlo?
- jak poruszajg si¢ czgsteczki pod wplywem ruchéw Browna?
- co to jest profil hipsometryczny?
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Napisz notatke, w ktorej wyjasnisz, jakie przyklady ruchow Browna potrafisz wskazac
w otaczajgcym cie Swiecie.

Wskazowki metodyczne:

» Uczniowie mogg wykorzystac¢ tresci w sekcjach: ,Przeczytaj’, ,Aplet”, ,Sprawdz sie” jako
material do lekcji powtorkowe;.






