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Funkcje trygonometryczne cosinusa podwojonego kata

- zastosowania do obliczen

Zrédto: Kelly Lacy, dostepny w internecie: www.pexels.com.

Na poprzednich lekcjach poznates wzory na funkcje trygonometryczne sumy i roznicy
katow oraz wzory na funkcje trygonometryczne podwojonego kata. Na tejlekcji skupimy sie
na wzorze na cosinus podwojonego kata. Za pomocg tego wzoru bedziemy mogli dowodzi¢
tozsamosci, oblicza¢ wartosSci cosinusa podwojonego kata, gdy znane sg funkcje
trygonometrycznego pojedynczego kata.

Twoje cele

» Nauczysz si¢ stosowac wzor na cosinus podwojonego kata do obliczania wartosci
innych katow.

o Nauczysz si¢ stosowac wzor na cosinus podwojonego kata do dowodzenia
tozsamosci.




Przeczytaj

Na poprzednich zajeciach wyprowadziliSmy wzory, ktore beda mialy zastosowanie
w biezacejlekcji. Przypomnijmy je:

Twierdzenie: o funkcjach trygonometrycznych podwojonego kata

1. Dla dowolnych katow a zachodza wzory:

sin2a = 2sin « - cos ¢,

2 2

cos2a =2cos’a—1=1—2sin®a = cos® a — sin® a.

2. Dla takich 2ka;t()w a,ze a # I+ % ia# 5 + km gdzie k € Z, zachodzi wzor:
tga
1-tg’a

tg 2a =

W wielu zadaniach, zamiast poznanych wzorow, wykorzystuje si¢ wzory na funkcje
trygonometryczne podwojonego kata uzaleznionego od tangensa tego kata. Teraz
przedstawimy taka zaleznos¢ dla cos 2a.

We wzorze na cosinus podwojonego kata lewg stron¢ podzielmy przez jedynke
trygonometryczna.

2 _ cos>a—sin’a

2q — sin® q =<8 asina
COs“ a+sin” o

CcoS 2 = cos

Podzielmy licznik i mianownik przez cos? a:

2 2

cos“a _ sin“a 9
cos2 a cos2 a _ lftg a

cosZ a + sin2a 1+tg201 :

COS2 [e% COS2 a

Poniewaz dzieliliémy przez cos?

o, musimy zatozyc, ze:
cosa # 0 czylia # 5 + wk, gdzie k € Z.

Zatem sformutujmy twierdzenie:

Twierdzenie: o cosinusie podwojonego kata

Jezeli a # § + mk, gdzie k € 7Z, to zachodzi wzor:

1—tg’a

cos 2o = Tiela

A teraz zaprezentujemy kilka przyktadow wykorzystania poznanych wzoréow.

Przyktad 1

1+cos62° —cos?31° 1
cos? 31° ’

Obliczymy wartos¢ wyrazenia
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Rozwigzanie

Zauwazmy, ze 62° = 2 - 31°, a zatem mozemy wykorzysta¢ wzor na cosinus podwjonego
kata 31°:

1+cos62° —cos®31° 1=
cos231° o

_ 1+2cos?31°—1—cos?31° 1 —
- cos? 31° -

2 o
_ cos“31° 1 __
~ cos?231° 1=0.

14+cos62°—cos?31° 1=0

Zatem cos?31°

Przyktad 2

Obliczymy sin <, jezeli wiadomo, ze cos o = —% i180° < a0 < 360°.
Rozwigzanie

Poniewaz 180" < o < 3607, wiec 90" < 5 < 1807, czyli sin 5 > 0.

Wykorzystamy wzor na cosinus podwojonego kata w nastepujacej postaci:

cosa = 1 — 2sin? %

Przeksztal¢my wzor do postaci:

.2 a  l—cosa

Poniewaz sin 4 > 0, wigc wzor przyjmuje postac:

s a _ [ 1—cosa
SlIlf = - -

Wobec tego mozemy obliczy¢ wartos¢ sin 5-:

2

161 —
T /225 _ 15

280 — 17°

o
Sin 5 =
Whniosek

Wiedzac, jakg miare ma cos 2a ze wzorow na cosinus podwojonego kata, tatwo obliczymy
wartosci cos a i sin o

Przyktad 3
Obliczymy tg o, jezeli wiadomo, ze cos 2a = %

Rozwigzanie
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, . . . _ lftg2a
Wykorzystamy wzor na cosinus podwojonego kata: cos 2a = e
Zapiszmy zatem zaleznosSc:

1—tg’a
1+tg’a

w|—=

i przeksztal¢my do rownania:
1+ tg? a = 3(1- tg? ).
Wowczas:

1

tg2a: 5

Zatem poszukiwana wartosc¢ to:

tg a = @ lubtg a = —@.
Przyktad 4

1—-2cos 5 +cos

Udowodnimy, ze rownos¢ TiZcos % Teos

= —tg? % jest tozsamoscia.
Rozwigzanie

Zapiszmy zatozenia:

1+ 2cos 4 +cosz # 0,

cos 5 # 0.

. . . . 2 .
Na poczatek po lewej stronie podstawimy cos z = 2 cos® 5 — 1:

I = 1-2cos +cosz _ 1—2cos %+2c052%71
~ 1+2cos $4cosz  14+2cos 5+2cos? 51
2 cos? %—2 cos £ 2co (cos %—1) .

S
_ 2
- 2cosm2%+2ms% " 2cos

Po skroceniu przez cos 5, korzystamy dwukrotnie ze wzoru cosinus podwojonego kata:

_ cosg-1 1—2sin® £—1 _ _ 2sin’ ¢ _ _tg22 _ p
1+cos 5 2c052%fl+1 2(:052% € 1 :
Stownik

cosinus podwojonego kata

Jezeli a # 5 + wk, gdzie k € 7Z, to zachodzi wzor:
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1—tg’a

cos2a = e



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem, a nastepnie wykonaj kolejne polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Doz2j3uJH

Film nawigzujacy do tresci materiatu dotyczacego funkcji trygonometrycznych cosinusa

podwojonego kata.

Polecenie 2

Oblicz cos 22,5°.

Polecenie 3

Oblicz sin 82,5°.


https://zpe.gov.pl/a/Doz2j3uJH

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

T 1
Jezelisina = 3 to:

|k

cos 2o =

w| o

cos 2a =

|~

cos 2o =

w| o

cos2a = —

o o0 O O O

|
o

cos 2o =

() cos2a = —

ol

Cwiczenie 2

otfee
—+
Q

Jezeli cos 2a =

w0

O tg8a=

_ 4
O tg?a=3

OOI.—\

O tgfa=

O tgta=

plkl)—l




Cwiczenie 3

Woybierz wszystkie poprawne odpowiedzi. Jezeli cos 2a = 0, 6, to:

8 8o — L
COS" @ —SIn" @ = 195

4

o —sin*a =

COS

ot|es

6 6 9
COS" &x — SIn- &x = 5E

o o o 0o d

cosSa —sin® a = %
cosba —sinba = 12

2%

() costa—sin*a= 4

Cwiczenie 4

W puste pole wstaw taki element, aby otrzymac tozsamosc¢.

1—cos 2«
1+-cos 2« :

______________

. 2 2 1 1 2
‘ sin” a ’ ‘ cos” a ’ e — 1 o tg” a




Cwiczenie 5

Warto$¢ wyrazenia cos? 36° — cos?120° — 0, 5sin 18° — 0, 5 jest réwna:

o o O O O
|
N3

w|—

O -1

Cwiczenie 6

Potacz w pary cosinus kata i jego wartosc.

cos15° 2—4\/5
cos75° \/§4+2
cos22,5° x/§4+2
cos67,5° 2*4\/5

Cwiczenie 7

. . .. 1-8sin?a-cos’a . . .
Udowodnij, ze rownos¢ = 1 jest tozsamoscia.

cos? 2o — sin? 2«




Cwiczenie 8

)
cos? 2o — 4sin” a - cos? a

]_ .
fgoa — Sin o

Udowodnij, ze rownos¢: = tg 2a jest tozsamoscia.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel
Przedmiot: Matematyka

Temat: Funkcje trygonometryczne cosinusa podwojonego kata — zastosowania do
obliczen

Grupa docelowa:
Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

TreSci nauczania - wymagania szczegétowe:

VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 180°,

w szczegoblnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katéw 30°, 45°, 60°;
Zakres rozszerzony 5) korzysta z wzordw na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katéw,
a takze na funkcje trygonometryczne katéw podwojonych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

 stosuje wzor na cosinus podwojonego kata do obliczania warto$ci innych katow,
o dowodzi tozsamos¢ korzystajgc ze wzoru na cosinus podwojonego kata.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
« eksperyment myslowy;



 dyskusja.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekciji ,,Przeczytaj.
Faza wstepna:

1. Nauczyciel zadaje uczniom pytanie dotyczgce ich aktualnego stanu wiedzy w zakresie
poruszanej tematyki. Prosi wybranego ucznia lub uczennice o zapisywanie propozycii.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ indywidualnie z trescig sekcji ,Film samouczek”. Zapisuja
ewentualne pytania dotyczgce napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja,
w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

2. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniow ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. W dalszej czesci uczniowie wykonuja w grupach ¢wiczenia 3-5. Po zakonczeniu
kazdego ¢wiczenia wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzanie na forum klasy.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg kolejne ¢wiczenia nr 6 i 7 z sekcji ,Sprawdz sie”.

Faza podsumowujaca:
1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

Praca domowa:



1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na

zajeciach.
Materialy pomocnicze:

» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego

Wskazowki metodyczne:

e Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekciji ,Film samouczek” do pracy przed
lekcja. Uczniowie zapoznaja si¢ z jego trescig i przygotowujg do pracy na zajeciach
w ten sposob, zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania w temacie ,,Funkcje
trygonometryczne cosinusa podwojonego kata - zastosowania do obliczen”.


https://epodreczniki.pl/a/sinus-cosinus-i-tangens-kata-ostrego/DtTIRqwDI

