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Wtoski matematyk, filozof, mnich

Luigi Guido Grandi opisat w 1703 roku
dziwny ciag geometryczny, ktory nazywany
jest dzisiaj szeregiem Grandiego.

Pierwszy wyraz ciaggu to 1, a iloraz to (—1).
1-1+1-1+1-1+...

Postawil on pytanie - ile wynosi suma
wyrazow tego ciggu.

Okazuje sie, ze mozna pogrupowac wyrazy
ciggu po dwa i wtedy suma bedzie rowna
0.

Luigi Guido Grandi (1671 - 1742)

Zrodto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
domena publiczna.

1-1D)+1-1)+1-1)+...=0+0+0+...=0



Mozna tez pogrupowac nieco inaczeji wtedy suma bedzie rowna 1.

1+ (-1+1)+(-1+1)+(-14+1)+...=1+0+0+0+...=1

Stosujac jeszcze inne przeksztalcenia mozna uzasadnic, ze suma ta wynosi %

Jak myslisz - dlaczego otrzymujemy tak roézne wyniki?

W tym materiale tez bedziemy oblicza¢ sumy wyrazéw ciggow geometrycznych. Jednak
beda to tylko sumy skonczonejliczby wyrazow. Zatem sposoby obliczania tych sum nie beda
nastreczaty takich problemow, z jakimi zmagat sie Grandi. Sumy dadza si¢ okresli¢
jednoznacznie, co wigcej poznamy wzor na ich wyznaczanie.

Twoje cele

o Wyprowadzisz wzor na sume n kolejnych wyrazow ciggu geometrycznego.
e Obliczysz sume n kolejnych wyrazow ciggu geometrycznego.
» Wyznaczysz wielkoSci zwigzane z ciggiem geometrycznym o znanej sumie

czesciowej.



Przeczytaj

Dany jest ciag geometryczny (a,,) o ilorazie g. Chcemy znalezé wzor na sume S,, kolejnych n poczatkowych wyrazow tego ciggu.
W tym celu najpierw przypomnimy sobie wzdr na wyraz ogdlny ciggu geometrycznego.
Twierdzenie: Wz6r ogdlny ciagu geometrycznego

Wzér ogdlny ciagu geometrycznego (a,) o wyrazie pierwszym a; i ilorazie g ma posta¢

Wyprowadzajac wzér na sume poczatkowych wyrazéw ciagu, rozpatrzymy dwa przypadki.
e 1przypadek:q = 1.
Jedli iloraz ciggu jest rowny 1, to ciag jest staly. Kazdy jego wyraz jest réwny wyrazowi pierwszemu. Zatem:
S,=n-a;
o 2 przypadek: g # 1

Wypiszemy kilka kolejnych sum poczatkowych wyrazéw ciggu, korzystajgc z przypomnianego wyzej wzoru na n-ty wyraz
ciggu (inaczej wzor ogolny ciggu geometrycznego).

Sl = ax

Sy = a; + a1q

Sy =a; + a1q + a1q®

Sy =ai +a1q+ ai1g® + a1’

S, =a1 +a1g+ a1¢* + a1’ +. . . +a1¢" * + arg" !

Mnozymy teraz obie strony ostatniej z zapisanych rownosci przez (—gq).
—qS, = —a1g — mq* — a1¢® —arg*—... —a1¢" ' — a1q”

Dodajemy stronami dwie ostatnie zapisane réwnosci.
Sp=a1+a1g+a1q® + a®+.. . +arq" P+ ag" = ¢S = —ag—a1q® — a1¢® —a1¢’—. .. —a1q" ! — arq”

Wiemy, ze ¢ # 1, wiec mozna obie strony réwnosci podzieli¢ przez 1 — q.

1_g"
= Q1 —
Sn 1 i—q

Ujmijmy teraz powyzsze rozwazania w postaci odpowiedniego twierdzenia.
Twierdzenie: Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego
Suma n poczatkowych wyrazoéw ciggu geometrycznego (a,) o ilorazie ¢ wyraza sie wzorem:
e S, =mn-a;,gdyq=1,
« Su=ar- 1L gdyg# 1L
Przyktad 1
Obliczymy sume czterech kolejnych poczatkowych wyrazoéw ciagu geometrycznego (a,,), w ktoryma; = —9ig = %
Stosujemy wzor na sume kolejnych wyrazoéw ciagu geometrycznego, gdy g # 1.

17q4

1—q

S4: aj -




Jezeli iloraz ciagu geometrycznego jest wigkszy od 1, to warto korzysta¢ z podanego wzoru na sume n poczatkowych wyrazéow
tego ciggu, w zmodyfikowanej, rOwnowaznej postaci.

Mianowicie, gdy pomnozymy licznik i mianownik utamka wystepujacego we wzorze przez (—1), otrzymamy:

n

q"—1
q—1 "

Sn =aj -
Przyktad 2
Obliczymy sume pieciu kolejnych poczatkowych wyrazoéw ciggu geometrycznego (a,,), w ktéryma; = 4iq = 2.

Korzystamy ze zmodyfikowanego wzoru na sume wyrazéw ciggu geometrycznego.

_ 201
Sy =4- 55

Sy = 124.

Nie zawsze ciagg geometryczny jest bezposrednio opisany za pomoca pierwszego wyrazu i ilorazu. W niektérych przypadkach,
trzeba te wielko$ci najpierw okresli¢, aby nastepnie obliczy¢ sume jego poczatkowych wyrazow.

Przyktad 3

Dany jest ciag geometryczny nieskonczony (c,,) taki, ze ¢, = % 571 dlan > 1. Wyznaczymy sume czterech kolejnych
poczatkowych wyrazéw tego ciggu.

e 1sposob:

Wypisujemy cztery poczatkowe wyrazy ciggu.

-1
=3:5=7

g=7-5 =%
=5 =

Dodajemy otrzymane liczby.
c1 4 e+ eyt eq = HEEHE 136 _ 39
e 2 sposob:

Wyznaczamy pierwszy i drugi wyraz ciggu i okreslamy iloraz ciggu.

1
Clzz
_1.g_5
C=79=7
5
q:—i—:5
4

Korzystamy ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego.

_ 1, 51
54—4 5—1

_ 624 __
S4f—16 =39

W obu przypadkach otrzymali$my te same wyniki. Jesli do dodania jest mata liczba wyrazow ciggu, mozna stosowac oba
sposoby. Natomiast, gdy ich liczba jest duza, znacznie wygodniej postuzy¢ sie wzorem.

Przyktad 4

Obliczymy sume 10 poczatkowych, kolejnych wyrazoéw ciggu 1, 3,9, 27,81, . ..




Tym razem ciag okre$lony jest za pomocg jego wyrazow.

Ustalamy pierwszy wyraz i iloraz ciggu.

a; =1

q=3

Korzystamy ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego.

_ 3101
Swp=1- 3—1

S1p = 2L — 29524,

W nastepnych przykiadach pokazemy, jak znajgc sume kolejnych wyrazéw ciggu geometrycznego wyznaczy¢ niektore
z wielko$ci zwigzanych z danym ciggiem.

Przyktad 5

Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego jest rowny 5, a iloraz ciggu 2. Ustalimy, ile poczatkowych kolejnych wyrazow tego ciagu
nalezy doda¢, aby otrzymac¢ 20475.

Oznaczmy przez n szukang liczbe wyrazow.
Liczba 20475 to suma n kolejnych wyrazéw ciggu, zatem

5-2=L =20475:5

2" — 1 = 4095

2" = 4096

n =12

Odpowiedz:

Nalezy doda¢ 12 wyrazow tego ciggu.
Przyktad 6

Suma sze$ciu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (ay) jest rowna %. Znajdziemy wzdr og6lny tego ciagu, jezeli
iloraz ciggu jest rowny %

Podstawiamy dane do wzoru na sume¢ poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego.

ro| —

1=

1—

) _ 63
80

ol

Wykonujemy wskazane dzialania.

_ 63

wi|z)e

aj - = 380
126 _ 63 |, 126

a1 61 = 80 | 64
_ 2

al—g

Zapisujemy wzor ogdlny ciggu.

an=1%-(3)""

Przyktad 7

Suma n poczatkowych wyrazéw pewnego ciggu geometrycznego (b, ) wyraza sie wzorem S,, = 3™ — 1. Obliczymy b — b;.
Pierwszy wyraz ciagu jest rowny .S;. Zatem:

bh=8=3-1=2

Zauwazmy, ze


javascript:void(0);

S3 =y + by + b3 = Sy + b3
Wynika z tego, ze

b3 =S5 — S,
b3=3"—-1-(3*-1)=18
Wyznaczamy szukang réznice.
b3 —b =18 -2 =16

Odpowiedz:

Réznica by — by jest réwna 16.

Stownik
suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego
suma n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego (a,) o ilorazie g wyraza si¢ wzorem:

e S, =mn-ay,gdyqg=1,

o S, = al-%,gdyq#l



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja. Rozwiaz najpierw samodzielnie podane przyktady, a nastepnie
poréwnaj z prezentowanymi rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DQEhbUcSR

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej sumy n poczatkowych wyrazow ciagu
geometrycznego.

Polecenie 2

Znajdz sume pieciu poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego (an) wiedzac, zea; = 64 i

q= .



https://zpe.gov.pl/a/DQEhbUcSR

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz. Sumaliczb 8 +4 + 2 +1 + %—i—. .. —i—% jest réwna:
O 1538
O 15
O 16

1
O 154

Cwiczenie 2

Zaznacz poprawng odpowiedz. Suma szesciu kolejnych poczatkowych wyrazéw ciggu
geometrycznego, w ktéryma; = —3iq = % jest rowna:

1
O 4
81
O —=1
40
O —457

121
O -l




Cwiczenie 3

W ciagu geometrycznym (a,,) pierwszy wyraz jest rowny a;, natomiast iloraz jest rowny q.
Potacz w pary wielkosci okreslajace cigg i sume S1; poczatkowych kolejnych jedenastu
wyrazow ciggu.

a1 =1, g= S11 = —1

ap=-1,qg=-1 Sn=1

a1 =1,q9g=-1 S =11

a;=-1,qg=1 S =-11
Cwiczenie 4
Cwiczenie 5

Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

W pewnym ciggu geometrycznym czterowyrazowym suma dwoch pierwszych
(] wyrazéw jest rwna sumie trzeciego i czwartego wyrazu. Jesli pierwszy wyraz tego
ciagu jest rozny od zera, to iloraz tego ciagu moze by¢ réwny (—1).

0] W ciagu geometrycznym pierwszy wyraz jest rowny %, iloraz ciggu jest réwny
(—2) oraz S,, = —1. Zatem n jest liczba parzysta.

0 Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego jest réwny 1, iloraz ciagu jest rowny 2 i
S,, > 1000. Wéwczas n > 10.

W pewnym ciggu geometrycznym siedmiowyrazowym pierwszy wyraz jest rowny
[ ] ostatniemu wyrazowi, ktéry jest rowny 2, zatem suma wszystkich wyrazéw tego
ciggu jest na pewno rowna 14.



Cwiczenie 6

W ciggu geometrycznym pierwszy wyraz jest rowny 4, iloraz % a suma n poczatkowych
wyrazow wynosi 4%. Uzupetnij obliczenia liczby n dodanych wyrazéw. Przeciggnij

odpowiednie liczby naturalne lub utamki zwykte nieskracalne.

Korzystajac ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego zapisujemy:

4-[( ~(3)) (] )] =455

1-()" =445

T

n _=
4 1 1 624
Cwiczenie 7 @

Wyznacz sume wszystkich poteg liczby 4 o wyktadnikach catkowitych wiekszych niz —4, ale
mniejszych niz 5.

Cwiczenie 8 @

Oblicz, ile wyrazéw ma suma 27 + 81 + 243+...+3% kolejnych wyrazéw ciggu
geometrycznego.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Suma n poczatkowych wyrazoéw ciggu geometrycznego

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, klasa II lub III, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

6) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego;

7) wykorzystuje wlasnosci ciggow, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwiazywania zadan, rowniez osadzonych w konteks$cie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

o wyprowadza wzor na sume n kolejnych wyrazéw ciggu geometrycznego
 oblicza sume n kolejnych wyrazow ciggu geometrycznego
» wyznacza wielkoSci zwigzane z ciggiem geometrycznym o znanej sumie czesciowe;j

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e 1-2-3



CPM

Formy pracy:

praca w grupach
praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1.

4.

Uczniowie metoda 1-2-3 powtarzaja w grupach 3-osobowych wiadomosci na temat
ciggu geometrycznego (uczen nr 1 zadaje pytanie, uczen nr 2 odpowiada, uczen nr 3
weryfikuje odpowiedz i tak na przemian, az do wyczerpania wiadomosci — przy czym
,weryfikator” moze korzysta¢ z dostepnych zrodet wiedzy lub pomocy nauczyciela).

. Po kilku minutach, ochotnik przedstawia wszystkie uzyskane wiadomosci, inni

ewentualnie uzupetniajg wypowiedz.

. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, zwracajgc przy tym uwage, ze umiejetnosc

obliczania sumy wyrazow ciggu geometrycznego przyda si¢ w czasie zaje¢ ukazujacych
zastosowanie ciggow w innych dziedzinach wiedzy.
Uczniowie wspolnie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1.

Uczniowie pracujg w matych grupach technikg CPM. Ich zadaniem jest zaplanowanie
poszczegdlnych etapoéw wyznaczania sumy ciggu geometrycznego.

. Powinni przy tym okresli¢ przyblizony czas wykonywania kazdej z zaplanowanych

czynnoSci, ustali¢ zwiazki przyczynowo skutkowe miedzy czynno$ciami, wyznaczy¢
sposob sprawdzenia poprawnosci uzyskanego wyniku.

. Kolejnym krokiem jest zapoznanie si¢ z materialem zawartym w sekcji ,Przeczytaj’ oraz

w animacji i zmiana, modyfikacja lub uzupetnienie wczesniejszych zapisow.

. Przedstawiciele grup prezentujg wyniki pracy grupy.
. Finalnym produktem powinien by¢ wspolnie ustalony algorytmiczny model obliczania

sumy kolejnych wyrazow ciggu geometrycznego.

Faza podsumowujaca:

1.

Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztaltowane umiejetnosci.



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych z sekciji ,,Sprawdz sie”
Materialy pomocnicze:

Ciag geometryczny

Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac jako samouczek przed mini-kartkowka.


https://epodreczniki.pl/a/ciag-geometryczny/DCzQVB399

