Szeregl zbiezne i ich sumy

Wprowadzenie

Przeczytaj

Infografika

Sprawdz sie

Dla nauczyciela



Na tej lekcji poznamy szeregi, ktore sg zbiezne i s szczegoélnie uzyteczne do badania
zbieznoSci powigzanych z nimi innych szeregoéw. Do tego bedzie stuzy¢ twierdzenie

o nazwie kryterium porownawcze zbieznosci szeregéw. Poznamy sposoby rozponawania,
czy szereg moze by¢ zbiezny, czy tez na pewno jest rozbiezny.

Twoje cele

o Poznasz kilka waznych szeregow zbieznych.
» Nauczysz sie badac¢ zbiezno$¢ szeregow za pomocg innych szeregow.



Przeczytaj

Na tej lekcji zapoznamy si¢ z typowymi metodami sprawdzania, czy szereg jest zbiezny oraz
sprawdzania, jaka jest suma szeregu zbieznego.

Zaczniemy od nastepujgcego przykiadu.

Przyktad 1

Szereg > > | a, jest zbiezny i jego suma jest liczba s. Uzasadnimy, ze szereg > -~ (k- a,)
jest takze zbiezny, a jego suma jest rowna k - s.

Rozwigzanie

Ciagg sum czes$ciowych szeregu Y > | a, jest nastepujacej postaci:

S, =a1+as+as+...+a,.

Ciag sum czes$ciowych szeregu Y >, (k - a,,) jest nastepujacej postaci:
t,=k-a1+k-ay+k-a3+...+k-a, =

=k(ai+as+as+...+a,) =k-s,.

Poniewaz ciag (s, ) jest zbiezny do s, zatem ciag (t,,) = (k- s,,) jest zbiezny do k - s.

Zatem udowodnili$my, ze szereg Y > | (k - a,) jest takze zbiezny, a jego suma jest rowna
k-s.

Sformutujmy zatem twierdzenie:

Twierdzenie: O mnozeniu szeregu zbieznego przez liczbe.

Jezeli szereg Y o | an jest zbiezny i jego suma jest liczba s, to szereg > >, (k - an) jest
takze zbiezny, a jego suma jest rowna k - s.

Sformulujemy teraz twierdzenie, ktore pozwala stwierdzic¢, ze szereg nie jest zbiezny.
Twierdzenie: Warunek konieczny zbieznosci szeregu

Jezeli szereg > | an jest zbiezny, to lim a, = 0.

Dowaod

Pamie¢tamy z poprzedniejlekcji, ze dla liczb naturalnych n > 1 zachodzi réwnosc¢:
a, = S, — Sp_1, gdzie (s,) jest ciggiem sum czes$ciowych.



javascript:void(0);

Poniewaz

lim s, = lim s,_1,
n—oo n—oo

zatem lim a, = lim (s, — sp—1) = lim s, — lim s, = 0.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe, czyli z faktu, ze lim a,, = 0 nie musi wynika¢
n—0o0

zbieznos$¢ szeregu Y - | an. Ponizej podamy przyklad ilustrujgcy ten problem.

Przyktad 2

Sprawdzimy, czy szereg » >° <\/ n+1-— \/ﬁ) spelnia warunek konieczny zbieznosci

szeregu.

Rozwigzanie

Obliczymy granice

i (VAT - Vi) =

. (vari-va) (vari+va)
~ b (VaFi+va)

— lim —L—— =0

n—00 (x/n_+1+\/ﬁ)

Zatem ciag a, = vV/n + 1 — /n jest zbiezny do zera.

Cigg sum czeSciowych
so=(v2-VI)+ (V3-va)+ (VA-V3) +... (VaTI-va)=vati-1

jest jednak rozbiezny do 400, a zatem szereg > - (\/n +1-— \/ﬁ) jest rozbiezny,

mimo, ze warunek konieczny zbieznosci szeregu byl speiniony.

Zapoznamy si¢ teraz z twierdzeniem, ktore umozliwia stwierdzenie zbieznoS$ci szeregu,
ktory mozna porownac z szeregiem, ktorego zbiezno$¢ jest znana.

Twierdzenie: Kryterium poréwnawcze

Zakladamy, ze nierownos¢ 0 < a, < b, zachodzi dla prawie wszystkich dodatnich liczb
naturalnych n.

Jezeli szereg 3" by, jest zbiezny, to rowniez szereg . > a, jest zbiezny.




Jezeli szereg 3. a,, jest rozbiezny, to rowniez szereg 3%} b, jest rozbiezny.

Przyktad 3
Zbadamy teraz zbieznos¢ szeregu > > | #
Rozwigzanie

Wykazemy, ze szereg > -, # jest zbiezny i ze jego suma jest nie wieksza niz 2.

Zauwazmy, ze dla kazdejliczby naturalnejn > 1 zachodzi nier6wnosc:
1 1 1

1 _
n? < n(n—1) — n—1 n"*

Zatem

1+ 5+ +-+5<

1 1 1 1 1 1 1 1 1
<l+y-s5+53—-35+35—7t+t+F—5=2—-<2

Stad wynika, ze > o 2r = lim (14+ o + 9 + -+ 5) < 2.

n—oo

Ale te zbiezno$¢ mozemy tez uzasadnic¢ korzystajac z kryterium poréwnawczego.
Szereg > > | # mozemy zapisac¢ nastepujgco:

o0 1 00 1
D =14 20

Zauwazmy, ze dla kazdej dodatniejliczby naturalnejn zachodzi nier6wnosc¢:

12<(1

(n+1) n+1l)n

Wiemy takze, Ze szereg » > W jest zbiezny do 1.
Korzystajgc z kryterium poréwnawczego otrzymujemy, ze szereg » > % jest zbiezny

i jego suma jest mniejszaniz1 4+ 1 = 2.
Wazne!

W powyzszym przyktadzie pokazali$my tylko, ze sumg szeregu > -~ % jest liczba

mniejsza niz 2. Pytanie o doktadng sume szeregu > # zostato sformutowane w 1644

n=1
roku przez wtoskiego matematyka Piotra Mengolego. Sume wraz z dowodem podat
dopiero w 1735 roku Leonard Euler:

o] 1 s

2
n=1 72 — 6 °

Przyktad 4



00 n!+3
n=1 (n+2)+1"

Zbadamy zbiezno$¢ szeregu »
Rozwigzanie

Skorzystamy z kryterium porownawczego.

Uzasadnimy, ze dla dowolnej dodatniejliczby naturalnejn zachodzi nieréwnosc:

nl+3 4
il < (rDmre) -

Przeksztalcamy kolejno nieré6wnosc¢:

(! +3)(n+1)(n+2) <4(n+2)!+4
m+2)!'+3n+1)(n+2) <4(n+2)!+4
3n+1)(n+2)<3(n+2)!+4

Ostatnia nierownosc¢ jest prawdziwa dla dowolnejliczby naturalnejn. Wszystkie przejscia
n!+3 4
211 < ()

byly rownowazne, zatem nierownosc jest prawdziwa dla dowolnej
n+2)

liczby naturalnej n.
Poniewaz szereg » -7, m

, P . . |
pordéwnawczego zbiezny jest takze szereg > - ﬁ

jest zbiezny, zatem na podstawie kryterium

Najtrudniejsze w ostatnim przyktadzie byto wskazanie szeregu zbieznego, z ktorym mozna
porownac analizowany szereg. Jak to zrobic¢?

n!+3

Zauwazmy, ze dla bardzo duzych liczb naturalnych wyrazenie ma wartoS$¢ niemal

(n+2)+1
takg samg jak (n:l—!2)! =W +1)1(n oy Zatem trzeba poszukac¢ dobrejliczby k, aby zachodzita
. , ;s nl+3 k
nierownos¢ (n+2+)!+1 < I
Stownik

szereg liczbowy

szeregiem liczbowym o wyrazach a1, a2, a3, . . . nazywamy ciag, ktorego kolejnymi
wyrazami sg sumy poczgtkowych wyrazéw ciagu (an):

§1 — ai,
S2 = a1 + a2,

$3 = a1 + a2 + as,




jezeli cigg sum czesSciowych szeregu ma granice, to nazywamy jg suma szeregu; jezeli
suma szeregu jest skonczona, to szereg nazywamy zbieznym, jezeli suma szeregu jest

nieskonczona lub jezeli cigg sum czesSciowych szeregu nie ma granicy, to szereg
nazywamy rozbieznym



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z infografika, a nastepnie wykonaj polecenie 2.

Polecenie 2

oo n’4+2n

n—1 Ti—nz+1 Jest zbiezny.

Uzasadnij, Ze szereg > |




Sprawdz sie
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Cwiczenie 1

Podaj sume szeregu Zoo

O %

O 3

o %

O %
Cwiczenie 2

Podaj sume szeregu ZOO

Pokaz ¢wiczenia: @

2

n=1 n?"*

n=1

1

(n+2)%"



Cwiczenie 3

Uporzadkuj szeregi od najwiekszej do najmniejszej sumy.

[e'9) 1\n a
n=1 (?) v
[ee) 1\"7 -
anl (?) v
00 1\n—1 -
n=1 (_3) v
[e%9) 1\n—1 a
anl ( 3) v
Cwiczenie 4
Szereg > >, ﬁ jest zbiezny, gdyz mozemy skorzystac¢ z kryterium poréwnawczego
n
i poréwnac go z szeregiem: , gdyz dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n zachodzi
nierownosc
o 2 1 1 1 1 co 1 2
L2 > — > 1 £ —
n=1n n ] ’ n? 31 n=1n n Vniil
Cwiczenie 5

Wiedzac, ze Zfbozl ﬁ = e (liczba e to liczba Eulera) potagcz w pary szereg i jego sume.

2
72021 (n—1)! €— %
00 1

anl (n+2)! 2e
00 2

D n—1 (n+1)! z = 1l



Cwiczenie 6

Sprawdz, ktoére szeregi nie spetniajg warunku koniecznego zbieznosci.

] ¥, 107

) Z?—l(W”H L—Vn+ 1)
00 n34+100

D anl 100n3+123456

0 S (ve+i-n)

Cwiczenie 7

0o cos?(n)
n=1 n4

Zbadaj zbieznos¢ szeregu
Cwiczenie 8

Zbadaj zbieznos¢ szeregu » ~ | L -3



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Szeregi zbiezne i ich sumy

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) rozpoznaje zbiezne szeregi geometryczne i oblicza ich sume.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje warunek konieczny zbieznosci szeregu oraz kryterium porownawcze do
badania zbieznosci szeregow,
» bada zbiezno$c¢ szeregdéw za pomocg innych szeregow.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

 dyskusja;
» metoda kota i myszy;



» metoda tekstu przewodniego.
Formy pracy:

e pracaw parach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
o zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj.
Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,,Szeregi zbiezne i ich sumy” i celow lekcii.
Okreslenie wigzacych dla ucznioéw kryteriow sukcesu.

2. Uczniowie metoda burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach zapoznaja si¢ z trescig sekcji ,Przeczytaj’, a nastepnie metodg kot
i mysz rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne w sekcji ,Sprawdz sie”. Mysz stara si¢ jak
najlepiej rozwigzac zadania, a kot sprawdza ich poprawnos¢. Po dwoch nieudanych
probach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyla si¢ dalej - role uczniow
odwracajg sie i mysz staje si¢ kotem - procedura si¢ powtarza.

Faza podsumowujaca:

i

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

3. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.

Praca domowa:

1. Uczniowie zapoznaja sie¢ z medium w sekcji ,Infografika” i rozwigzuja polecenia z nim
zZwigzane.

Materialy pomocnicze:



e Suma wyrazow ciaggu geometrycznego
Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Infografika” mozna wykorzystac jako materiat stuzgcy powtorzeniu
materialu w temacie ,Szeregi zbiezne i ich sumy”.
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