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Konstrukcje fraktalne

Zrédto: Nick Cooper, domena publiczna.

Poznalismy juz najstynniejsze fraktale i zaobserwowaliSmy ich wystepowanie w przyrodzie.
NauczyliSmy si¢ tez tworzenia fraktali - wiemy, jak wyrazi¢ je w formie tekstu lub linii
ciggtej. Jednak konstrukcje fraktalne moga by¢ znacznie bardziej skomplikowane i to
wlasnie im poSwiecimy ten e-material.

Implementacje omawianego zagadnienia w poszczeg6lnych jezykach programowania
znajdziesz w e-materiatach:

» Konstrukcje fraktalne w jezyku C++,
» Konstrukcje fraktalne w jezyku Java,
» Konstrukcje fraktalne w jezyku Python.

Wiecejzadan? Siegnij do Konstrukcje fraktalne - zadania maturalne.
Twoje cele

» Stworzysz algorytm stuzgcy do generowania pieknych struktur fraktalnych.

o Wymienisz autorow skomplikowanych konstrukcji samopodobnych.

o Wykorzystasz metode Monte Carlo w celu wyznaczenia punktoéw nalezacych do
fraktali.
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Przeczytaj

Choc¢ niektore fraktale wydaja si¢ bardzo skomplikowane, ich konstrukcje mozna opisa¢
w doS¢ prosty sposob dzigki funkcjom IFS. Przyjrzyjmy sie blizej dwom przyktadom takich
fraktali.

Smok Heighwaya

Z historig tego fraktala zwigzanych jest wiele nazwisk. Pracowali nad nim naukowcy

z NASA: John Heighway, Bruce Banks i William Harter, a opisany i spopularyzowany zastat
przez Martina Gardnera w roku 1967. Byt takze przedmiotem badan Chandlera Davisa oraz
Donalda Knutha (znanego z algorytmu Knutha-Morrisa-Pratta), ktorzy odkryli wiele jego
cech.

Generowanie tego fraktala opiera si¢ na wykorzystaniu dwoch par funkcji, zgodnie
z ktorymi obliczamy wspotrzedne kolejnych punktow. Te pary funkcii to:

fi(z) = 0,5z — 0,5y
fl(y) = 0,5z + 0,5y

fao(z) = —0,52 — 0,5y + 1
fZ(y) = O,5£E - Oa5y

Funkciji tych nalezy uzy¢ w sposob losowy w rownych proporcjach. Jest to metoda Monte
Carlo, polegajgca na losowaniu dostatecznejliczby danych w taki sposob, ze po ich
zestawieniu otrzymujemy pewne przyblizenie modelowanego zjawiska. Punktem startowym
jest punkt (0, 0).

Kazdy wygenerowany w ten sposob punkt rysujemy w uktadzie wspotrzednych - ksztatt,
ktory otrzymamy, jest nazywany smokiem Heighwaya. Im wiecej punktow wygenerujemy,
tym doktadniejszy bedzie uzyskany ksztatt.

Wszystkie przedstawione kroki mozemy zapisa¢ za pomocg nastepujacego pseudokodu:

// punkt startowy
X =0,0
y = 0,0

// liczba generowanych punktow
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n = 10000

dla i =0, 1, 2 ... n - 1 wykonuj:
// kopia zmiennej X
X0 = X

g = losuj liczbe z [0, 1]

jezeli g == 0 wykonaj:
X =0,5*x -0,5*y
y =0,5* x0 + 0,5 *y

W przeciwnym razie wykonaj:
XxX=-0,5*x%x-0,5*y +1
y =0,5 * x0 - 0,5 *y

rysuj punkt (x, y)

Zwro¢my uwage na fakt, ze potrzebna jest nam kopia zmiennych x, aby podczas
generowania zmiennejy (w linijce 19.) nie uzy¢ nowej wartos$ci nadanej zmiennej x.

%
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Smok Heighwaya
Zrédto: William Sikkema, licencja: CC BY-SA 4.0.

Papro¢ Barnsleya

Odkrywca tego fraktala jest Michael Barnsley, ktory opisat go w ksigzce Fractals
Everywhere. Publikacja ta stanowi obszerne kompendium wiedzy na temat fraktali,



szczegolnie jednak traktuje o generowaniu fraktali z wykorzystaniem funkcji IFS. Autor
przedstawitl w niej tez smoka Heighwaya.

Stworzona przez Barnsleya definicja paproci opiera si¢ na czterech przeksztatlceniach
afinicznych. Poniewaz jednak postugiwat si¢ on skomplikowana terminologia
matematyczng (zwigzang z rachunkiem macierzy, funkcjami wielu zmiennych, liczbami
zespolonymi oraz krzywymi hiperbolicznymi), przedstawiony przez nas sposob
generowania paproci Barnsleya nie jest oryginalnym zapisem stosowanym przez autora.

Podobnie jak miato to miejsce w przypadku smoka Heighwaya, generowanie tego fraktala
opiera si¢ na wykorzystaniu pewnejliczby par funkcji, ktore nalezy stosowac¢ losowo
w okreslonych proporcjach. W tym wypadku mamy cztery pary funkc;ji:

fi(z) = 0,85z + 0,04y
fi(y) = —0,04z + 0,85y + 1,6

f2(z) = —0,15z + 0, 28y
f2(y) = 0,26z + 0,24y + 0,44

f3(z) = 0,20z — 0, 26y
f3(y) =0,23z + 0,22y + 1,6

Funkciji tych nalezy uzy¢ losowo wedlug nastepujacych proporciji:
8 : 7 : 7 :1

Punktem startowym jest punkt (0, 0).

Pseudokod, ktorym postuzymy sie podczas pisania programu generujgcego paproc
Barnsleya, moze wyglada¢ nastepujgco:

// punkt startowy
X = 0.0
y = 0.0



5 // liczba generowanych punktow

6 n = 10000

y

g8dlai=0, 1, 2 ... n-1 wykonuj:

9 // kopia zmiennej X

10 X0 = X

11

12 g = losuj liczbe z [0, 1, ..., 99]
13

14 jezeli g < 1 wykonaj:

15 X = 0,

16 y = 0.16 * vy;

17 W przeciwnym razie jezeli q < 86 wykonaj:
18 X = 0.85 * x + 0.04 * vy;

19 y = -0.04 * x0 + 0.85 * y + 1.6;
20 w przeciwnym razie jezeli q < 93 wykonaj:
21 X = 0.2 * X - 0.26 *vy;

22 y = 0.23 * X0 + 0.22 *y + 1.6;
23 w przeciwnym razie wykonaj:

24 X = -0.15 * X + 0.28 * vy;

25 y = 0.26 * X + 0.24 *y + 0.44;
26

27 rysuj punkt (x, y)

W wyniku tworzenia paproci Barnsleya wedtug pseudokodu mozemy uzyska¢ na przyklad
taki ksztatt:

Zrédto: Laug, licencja: CC BY-SA 4.0.



Stownik
IFS

(z ang. iterated function system - system funkcji iterowanych) funkcje, ktore pozwalajg
generowac konstrukcje samopodobne
metoda Monte Carlo

metoda modelowania zjawisk fizycznych lub matematycznych za pomocg losowania
danych w okreslony sposob tak, aby ich zestawienie produkowato przyblizenie

oczekiwanego rezultatu



Audiobook

Polecenie 1

Zapoznaj sie z audiobookiem i wykonaj ¢wiczenie.

Stefan Banach
Audiobook mozna wystucha¢ pod adresem: https:/zpe.gov.pl/b/POhPPFmYa

Jak wiemy, informatyka jest odpowiedzig na odkrycia matematyki. Wiele wzorow oraz
metod matematycznych powstato przed odkryciem ich praktycznego zastosowania.
Wecigz istnieja cate dziaty matematyki, ktorych zastosowania jeszcze nie znamy. Takim
przykladem s3 miedzy innymi metody, ktorych zastosowanie odkrywane jest w
technologii kwantowe;j.

Podobnie byto z pewnym twierdzeniem, ktére wplyneto na oblicze technologii
cyfrowe;j.

Jego autorem jest Stefan Banach - jeden z najwybitniejszych polskich matematykow.
Urodzit si¢ w 1892 roku w Krakowie. Matematyka interesowat si¢ od dziecka, a z
powodu trudnej sytuacji finansowej udzielat korepetyciji jeszcze jako uczen gimnazjum.
O jego bystrosci moze Swiadczy¢ chocby pytanie, jakie zadal wowczas katechecie na
lekciji religii: ,Czy Pan Bog wszechmoggcy, moglby stworzy¢ taki kamien, ktorego sam
nie mogiby unies¢?”

Matematyke Banach studiowat jako samouk. Byt jednak przekonany, ze nie ma w niejjuz
nic nowego do odkrycia, dlatego po maturze rozpoczat studia na Wydziale Inzynierii
Ladowejna Politechnice Lwowskiej. Dwa lata pozniej przerwat je wybuch I wojny
Swiatowej. Banach powrdcit do Krakowa, nie zaprzestajgc samorozwoju w dziedzinie
matematyki.

W 1916 roku nieoczekiwanym zbiegiem okolicznosci doszto do niezwyktego spotkania.
Matematyk i doktor filozofii Hugo Steinhaus podczas przechadzki po krakowskich
Plantach ustyszal przypadkiem rozmowe dwoch mtodych ludzi, w ktorej padty swieze
wowczas w dziedzinie matematyki stowa - catka Lebesgue'a. Byli to Stefan Banach i
Otton Nikodym, ktorzy siedzac na tawce w parku prowadzili pasjonujacg dyskusie.

Spotkanie matematykow przyniosto niemal natychmiastowe efekty naukowe, Banach
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rozwiazal bowiem problemy, nad ktorymi gltowit sie Hugo Steinhaus. Tak powstata ich

pierwsza wspolna publikacja oraz rozpoczeta sie kariera naukowa Stefana Banacha.

Dzieki wstawiennictwu Steinhausa w 1920 roku Banach otrzymat stanowisko w
Katedrze Matematyki na Politechnice Lwowskiej. Pomimo braku dyplomu ukonczenia
studiow zostal przyjety na studia doktoranckie na Uniwersytecie Jana Kazimierza we
Lwowie. Rowniez prace doktorska obronit w nietypowy sposob. Banach nie kwapit si¢
bowiem do opisania swoich teorii, twierdzgc, ze do czasu obrony doktoratu moze
wymysli¢ cos lepszego. Ktorys ze wspotpracownikow spisat wiec doktadnie jego
osiggniecia matematyczne, co miato stanowic¢ prace doktorska Banacha. Przepisy
wymagaly jednak egzaminu, ktory tez odby! sie podstepem. Ot6z pewnego dnia
poproszono Banacha do dziekanatu, by pomoégt pewnym panom w rozwigzaniu
problemo6w matematycznych. W ten sposob mtody naukowiec odpowiedzial na
wszystkie zadane mu pytania, nieSwiadomy, ze wlasnie zdaje egzamin doktorski przed

komisja. Dwa lata pozniej, w 1922 roku, zostat profesorem.

Banach jest autorem twierdzenia o punkcie statym, ktore stanowi podstawe
konstrukgciji fraktalnych. Bez tego twierdzenia nie powstalyby konstrukcje takie jak
paproc¢ Barnsleya czy smok Heighwaya, a Wactaw Sierpinski najprawdopodobniej nie
zostalby ujety w stynnejnazwie ,trojkat Sierpinskiego”, gdyz nie podatby definicji tego
znanego juz wiele lat wczes$niej fraktala. Pewnym zartobliwym zastosowaniem
twierdzenia Banacha jest obserwacja, ,gdy potozymy mape Polski na ziemi gdzie§ w
Polsce, to doktadnie jeden punkt na mapie pokrywa si¢ z odpowiadajgcym mu punktem
na ziemi’. Zastosowan jest wiele i ciggle odkrywane sg nowe. Banach jednak na pewno
nie spodziewat sie, ze twierdzeniem tym da poczatek wielu dziatlom informatyki, gdyz

ta wowczas nie istniata.

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.
Wazne!

Wazng inicjatywa zwigzang z postacig Banacha byla tzw. Iwowska szkota matematyczna.
Poza Stanistawem Banachem oraz Hugo Steinhausem jej czotowymi przedstawicielami
byli takze Stanistaw Mazur - tworca podwalin ogolnej teorii przestrzeni liniowo -
topologicznych oraz Stanistaw Ulam - wspottworca amerykanskiej bomby termojgdrowe;j,
a takze metody Monte Carlo. Cztonkowie lwowskiej szkoly matematycznej czesto
spotykali si¢ w potozonejw centrum miasta Kawiarni Szkockiej, gdzie czesto
rozwigzywali problemy matematyczne, piszac otowkiem po blatach stotow. W 1935 roku
zona Banacha kupita duzy zeszyt w twardej oprawie, aby matematycy mogli w nim
umieszcza¢ problemy wymagajace rozwigzania. Tak powstata Ksiega Szkocka. Wraz

z opisem problemoéw, czesto pojawiaty sie rowniez oferty nagrod za ich rozwiazanie.




tacznie w ksiedze zapisano 193 problemy, sposrod ktorych wiele nie posiada rozwigzania
do dzisiaj.
Polecenie 2

Poszukaj informacji na temat innych Polek i Polakéw waznych dla rozwoju matematyki oraz
informatyki.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O ) @

Cwiczenie 1 @)
Zaznacz poprawng odpowiedz. Wskaz, w jakich proporcjach nalezy wykorzystaé funkcje IFS
w przypadku generowania smoka Heighwaya.

() 857:7:1
() 50:49
O 11
O 1111
Cwiczenie 2 ¢

Wskaz poprawng odpowiedz.
W ksiazce Fractals Everywhere Michael Barnsley opisat miedzy innymi smoka Heighwaya.

() fatsz

() prawda




Cwiczenie 3
Zaznacz poprawng odpowiedz. Jak nazywa sie przedstawiony na obrazku fraktal?

Puzzle Knutha

Krzywa Sierpinskiego

O
O
O

() Ztoty smok

Smok Heighwaya

Zrédto: domena publiczna.



Cwiczenie 4 C
Whisz proporcje, ktérych uzyjesz, aby wygenerowac paproc¢ Barnsleya (od najwiekszej do
najmniejszej).

Cwiczenie 5 O
Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi. Wskaz, ilu przeksztatcen afinicznych nie
wykorzystuje konstrukcja paproci Barnsleya.

) 4
) 2
] 10

] 3

Cwiczenie 6 @
Wskaz poprawng odpowiedz.
Punktem startowym do tworzenia smoka Heighwaya jest punkt (1,0).

() fatsz

() prawda

Cwiczenie 7 @
Wskaz, co po polsku oznacza skroét IFS.

() miedzynarodowe spoteczenstwo fraktali (od ang. international fractals society)
() system funkcji iterowanych (od ang. iterated function system)

() interesujace ksztatty fraktalne (od ang. interesting fractal shapes)



Cwiczenie 8

Napisz, kto opisat fraktal przypominajacy paproc.




Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Konstrukcje fraktalne
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres podstawowy
i rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

Tresci nauczania - wymagania szczegolowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.
Zakres podstawowy. Uczen:

1) planuje kolejne kroki rozwigzywania problemu, z uwzglednieniem podstawowych
etapow myslenia komputacyjnego (okreslenie problemu, definicja modeli i poje¢,
znalezienie rozwigzania, zaprogramowanie i testowanie rozwigzania).

5) sprawdza poprawnos¢ dziatania algorytmow dla przyktadowych danych.
III. Postugiwanie si¢ komputerem, urzadzeniami cyfrowymi i sieciami komputerowymi.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) dokonuje kompresji informacji, objasnia roznice miedzy kompresja stratng
i bezstratna tekstow, obrazow, dzwigekow, filmow;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;



« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

e Stworzysz algorytm stuzacy do generowania pieknych struktur fraktalnych.

o Wymienisz autoréw skomplikowanych konstrukcji samopodobnych.

o Wykorzystasz metode Monte Carlo w celu wyznaczenia punktéw nalezacych do
fraktali.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
» metody aktywizujgce.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

e praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gtoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
 zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Przygotowanie do zaje¢. Nauczyciel loguje sie¢ na platformie i udostgpnia e-materiat:
»Konstrukcije fraktalne”. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z treSciami w sekciji
LPrzeczytaj.

Faza wstepna:

1. Ustalenie celu lekciji i kryteriow sukcesu.
2. Rozpoznanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworza pytania dotyczgce tematu zaje¢, na
ktore odpowiedza w trakcie lekciji.



Faza realizacyjna:

1. Uczniowie analizujg przykiad z sekcji ,,Przeczytaj”’ i powtarzaja zaprezentowane
rozwigzanie na swoim komputerze.

2. Praca z multimedium. Nauczyciel odtwarza zawarto$¢ sekcji ,Audiobook”. Uczniowie
wspolnie zapoznajg si¢ z jego trescig.

3. Cwiczenie umiejetno$ci. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 1-8 z sekcji ,Sprawdz sie”.
Nauczyciel sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

Faza podsumowujaca:

1. Na koniec zaje¢ nauczyciel raz jeszcze wySwietla na tablicy temat lekciji i cele zawarte
w sekcji ,Wprowadzenie” W odniesieniu do ich realizacji dokonuje szczegotowejoceny
rozwigzania zastosowanego przez wybranego ucznia.

2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: ,Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam/tem si¢ jak...”.

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonujg ¢wiczenie 1 z sekcji ,Audiobook”.
Wskazowki metodyczne:

o Tresci w sekcji ,Przeczytaj” mozna wykorzystac jako podsumowanie i utrwalenie
wiedzy uczniow.



