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Sposoby opisywania ciggow
.

Zrodto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

Serie i sekwencje figur geometrycznych, czy liczb mozna opisac¢ nie tylko graficznie, ale
rowniez innymi sposobami. W tym materiale pokazemy rozne sposoby opisywania ciggu -
za pomocga wzordu, stownie, wykresem, podajac kolejne wyrazy.

Bedziemy wzorowac sie na analogicznych sposobach opisu innych funkcji, pamietajac

o dziedzinie ciggu. W tym przypadku dziedzing jest zbior liczb naturalnych lub podzbior
tego zbioru - zatem uwaga! - wykresem ciggu nie bedzie krzywa, ale zbior izolowanych
punktow.

Twoje cele

o Opiszesz ciagg réznymi sposobami (stownie, za pomoca wzoru, wykresu, zbioru
uporzadkowanych par).

o Ciag okreslony za pomoca kilku wyrazéw opiszesz innymi sposobami.

» Wykorzystasz wiasnosci ciggow liczbowych do rozwigzywania zadan z teorii liczb.




Przeczytaj

Przypomnijmy najpierw definicje ciggu.
Definicja: Ciag nieskonczony

Ciggiem nieskonczonym nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest zbior liczb naturalnych
dodatnich.

Definicja: Ciag skonczony

Ciggiem skonczonym nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest zbior n liczb naturalnych
{1, 2, 3, ..., n}.

Na podstawie definicji ciggu wiemy, Ze ciag jest pewng funkcja. Zatem sposoby opisywania
ciggow s3 analogiczne, jak sposoby opisywania funkciji.

Ciag czesto zapisujemy, wypisujac jego kolejne wyrazy.

W przypadku ciggow nieskonczonych wypisujemy kilka poczatkowych wyrazow ciggu. Na
podstawie tych wyrazéw orientujemy sie, jakie beda wyrazy nastepne.

Przyktad 1

(-8, 4, 0,9, — 11) - cigg pieciowyrazowy skonczony, ktorego kolejnymi wyrazami sa
liczby: -8, 4, 0, 9, — 11,

0, 2, 4, 6, 8, ... -nieskonczony cigg, ktérego wyrazami sg kolejne liczby naturalne
parzyste,
T» %, ¥ T, &, ... - nieskonczony ciag, ktorego wyrazami sg odwrotnosci kolejnych

liczb naturalnych dodatnich.

Wypisywanie wyrazow ciagu i zauwazenie regularnosci, wedlug ktorej sa tworzone, nie
zawsze jest wygodne i fatwe.

Najczes$ciej ciagi liczbowe opisywane sg wigec za pomocg wzoru, zwanego wzorem ogolnym
ciggu. Znajac wzor ogolny ciggu, mozna obliczy¢ jego dowolny wyraz.

Przyktad 2

Obliczymy pie¢ poczatkowych wyrazow ciggu (an) 0 wzorze ogdlnym

an, =+vVn-+1.

Do wzoru postawiamy kolejne liczby naturalne.
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W niektorych przypadkach na podstawie kilku poczatkowych wyrazow ciggu mozna ustali¢
regute, wedlug ktorej one powstajg. Pozwala to zapisa¢ wzor ogolny ciggu (z reguly jednak
znajac poczagtkowe wyrazy ciggu mozna podac rézne wzory opisujace ten cigg).

Przyktad 3
Kolejne wyrazy ciaggu Przyklad wzoru ogdlnego
1, 5,5,9,0, ... an = (—1)"+2n
2, 4, 8, 16, 32, ... b, = 2"
1 2 3 4 5 __n_
57 69 Ts 8r 9y vt Cn = 712

Na podstawie wzoru ciggu, mozna badac¢ niektore wilasnosci ciggu.
Przyktad 4
Ciag (an) okreslony jest wzorem ogélnym a,, = 2" + n?.

Znajdziemy wszystkie takie wyrazy ciagu ax, ze k jest liczbg pierwsza i 2F 4 k? jest tez
liczbg pierwsza.

Liczba 2% + k2 jest liczba wigksza od 2. Jako liczba pierwsza jest wiec liczba nieparzysta.
Zatem k jest liczba nieparzysta.

Woéwcezas 2F w dzieleniu przez 3 daje reszte 2.

Natomiast k% w dzieleniu przez 3 daje reszte 0 lub 1.

Aby suma 2* + E? nie byla podzielna przez 3, to k musi by¢ liczba podzielna przez 3.
Poniewaz k jest liczba pierwszg, zatem k = 3.

Wtedy 2% + 3% = 17.

Odpowiedz:

W ciaggu (ay,) istnieje tylko jeden wyraz o szukanej wiasnosci, jest to wyraz as.



Przyktad 5

Ciag (a,) okreslony jest wzorem ogoélnym: a,, = n. Znajdziemy w tym ciagu cztery
kolejne wyrazy, ktérych iloczyn powiekszony o 4° jest kwadratem liczby naturalnej.
Zauwazmy, ze kolejne wyrazy ciggu roznia si¢ o 1.

Oznaczmy:
a,a+1,a+2,a+ 3 - kolejne wyrazy ciggu,
x - liczba bedaca kwadratem liczby naturalne;j.

Na podstawie tresci zadania zapisujemy rownanie, ktérego rozwigzania bedziemy
poszukiwac.

a(a+1)(a+2)(a+3) +4°=2?
Przeksztalcamy otrzymane réwnanie.
a(a+1)(a +2)(a + 3) + 1024 = z?
a(a+1)(a+2)(a+3) = 2* — 1024
a* + 6a® + 11a® + 6a = z? — 1024
(a>+3a+1)° —1=2a>—1024

Oznaczmy:
a’?+3a+1=uy.

P —1=22-1024

Rozwigzujemy rownanie

z? — 12 = 1023

Poniewaz 1023 = 3 - 11 - 31, stad

22 —9y*=3-11-31

(z—y)(z+y)=3-11-31

Prawa strona zapisanej rownosci jest dodatnia, zatem lewa tez musi by¢ dodatnia.
Zatem

(x—y)(z+y)=1-1023 = y =511

lub



(x—y)(z+y) =3-341 = y = 169

lub

(z—y)(z+y)=11-93=y =41

lub

(z—y)(z+y) =31-33=y=1

Jedynie y = 41 jest wartoscia tréjmianu a® + 3a + 1 dla liczby naturalnej, a = 5.
Zatem

5-6-7-8+ 1024 = 52°

Odpowiedz:

Kolejne szukane wyrazy ciagu to as, ag, ar, as.
Nie zawsze tatwo jest poda¢ wzor ogdlny ciggu.
Na przyktad wyrazy ciggu:

1,73;1,732;1,7320; 1, 73205; . ..

to kolejne przyblizenia liczby /3. W takim przypadku sposéb tworzenia wyrazow ciggu
mozemy podac slownie.

Przyktad 6
» Ciaggiem skonczonym jest lista lekcji, ktore odbywaja si¢ w srody w klasie Ilc.

Kolejnym liczbom naturalnym przyporzadkowane sg nazwy odpowiednich
przedmiotow szkolnych.

1 — geografia

2 — j. polski

3 — matematyka
4 — historia

5 — fizyka

» Kazdejliczbie naturalnej mniejszej od 6 przyporzadkowujemy sume cyfr iloczynu tej
liczby i liczby 104.
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Wyrazy tego ciagu:
ap=1+4=5
a=2+8=10

a3 =3+1+2=6
as =4+14+6=11
a5 =5+2=7

« Ciag (d,) okreslony jest nastepujaco: d,, oznacza liczbe dzielnikow naturalnych
liczby naturalnej dodatniejn.

Kilka poczatkowych wyrazow ciggu:

dy =1
dy =2
dy =2
dy=3
ds =2

Ciagi mozna tez przedstawiac graficznie.

Jesli cigg liczbowy (a,,) okreslony jest wzorem a,, = f(n) to jego wykres w uktadzie
wspotrzednych jest zbiorem punktow (n, f(n)), gdzie n nalezy do dziedziny funkcii.

Przyktad 7

Rysunek przedstawia wykres ciggu a, = v/n —2dlal <n <9in € N,
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Z wykresu mozemy odczyta¢ na przyktad, ze:
a; = —1,

as = 0,

ag = 1.

Przyktad 8

Sporzadzimy wykres ciagu (ay) okreslonego wzorem a, = —n + 4 dla
n € {1, 2, 3,4, 5, 6}.

Wyznaczamy kolejne wyrazy ciaggu.
a1 =—-1+4=3

a2 =—-2+4=2
a3=—-3+4=1
as=—-4+4=0

as = —-5+4=-1

ag = —6+4=-2

Wykresem ciggu jest zbior punktéw (n, an) = (n, —n + 4). Zaznaczamy te punkty
w uktadzie wspotrzednych.



Cigg (a,), przedstawiony na rysunku powyzej, mozna opisa¢ za pomocg zbioru
uporzadkowanych par

{(1’ 3)7 (27 2)) (3’ 1)a (4’ O)’ (57 o 1)’ (67 _2)}

Stownik

ciag nieskoniczony

ciggiem nieskonczonym nazywamy funkcje, ktorej dziedzing jest zbior liczb naturalnych
dodatnich

ciag skoniczony

ciggiem skonczonym nazywamy funkcje, ktérej dziedzing jest zbior n liczb naturalnych
{1, 2, 3, ..., n}




Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z galerig pokazujaca sposoby opisywania ciggdw. Sprébuj najpierw samodzielnie
rozwigzac proponowane tam zadania, a nastepnie pordwnaj z rozwigzaniami.

Polecenie 2

Ciag (an) opisany jest za pomoca tabelki. Opisz ten cigg wzorem i wypisujac jego wyrazy.

Kolejne wyrazy ciggu

ap, | —2 -7 —24 —77 —238




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Wzor ogélny ciagu (a,,) o podanych wyrazach poczatkowych

T T T — . tO
O a=tY

O an =77

O an="1

O an=— 75



Cwiczenie 2

Na rysunku przedstawiono wykres kilku kolejnych wyrazéw ciagu (a,).

Wyraz a; tego ciggu to:

O —14
O -15
O -11



Cwiczenie 3
Potacz w pary opis stowny i wzoér ciagu (a,,).

Kazdej liczbie naturalnej dodatniej
przyporzadkowujemy rdznice szescianu a, = = et
tej liczby i kwadratu tej liczby.

Kazdej liczbie naturalnej dodatniej
przyporzadkowujemy réznice kwadratu anp = n(n = nz)
tej liczby i szesScianu tej liczby.

Kazdej liczbie naturalnej dodatniej
przyporzadkowujemy réznice
odwrotnosci pierwiastka tej liczby i tej
liczby.

Kazdej liczbie naturalnej dodatniej
przyporzadkowujemy réznice
pierwiastka tej liczby i odwrotnosci tej An =
liczby.

Cwiczenie 4

Ciag (a,,) okreslony jest wzorem ogélnym a,, = —(n — 1)(n + 2) + 2n?. Uzupetnij tabelke,
wpisujac odpowiednie wyrazy tego ciagu.




Cwiczenie 5

Ciag (a,,) okreslony jest wzorem ogélnyma,, = (—1)" -9 +n?dlal < n < 5.
Okresl, ktére zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe.

Prawda Fatsz
Tylko dwa wyrazy tego O O
ciggu sg ujemne.
Do dziedziny ciggu nalezy
) O O
piec liczb.
Najwiekszy wyraz ciggu to
a. O O
Woyraz ciggu réwny 0 to O O

as.

Cwiczenie 6

Ciag (a,,) okreslony jest wzorem ogdlnym
2" —2, dlan > 6
an =

<., dlan<6

Uzupetnij rownosci, wpisujac odpowiednie liczby.

as = | |

aﬁ—a2:‘ ’

84a; = ag—‘ ’

Cwiczenie 7

Sprawdz, ile punktow wspdlnych maja wykresy ciagéw a,, = 2(2n + 1) i
b, =17+ n(n — 4).

Cwiczenie 8

Wyznacz wszystkie wyrazy catkowite ciagu (an) okreslonego wzorem ogélnym

2
a, =2 — 8-



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Sposoby opisywania ciaggow

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

5) stosuje wzor na n—ty wyraz i na sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego;

7) wykorzystuje wlasnosci ciagéw, w tym arytmetycznych i geometrycznych, do
rozwigzywania zadan, rowniez osadzonych w kontekscie praktycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji
kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 opisuje cigg roznymi sposobami (stownie, za pomoca wzoru, wykresu, zbioru
uporzadkowanych par)

 cigg okreslony za pomocg kilku wyrazow opisuje innymi sposobami

» wykorzystuje wtasnosci ciggéw liczbowych do rozwigzywania zadan z teorii liczb

e rozwija umiejetnosci zwigzane z tworzeniem, analizowaniem i rozwigzywaniem zadan
opartych na analogii

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e jaity
e parazaparg

Formy pracy:

e pracaw parach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg ja i ty powtarzajg wiadomosci dotyczace ciggdw (uczniowie
nawzajem zadaja sobie pytania dotyczgce ciagow i odpowiadajg na nie).
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie siedzgcy w tej samej lawce tworzg pare. Najpierw zapoznajq sie
z materiatem zapisanym w sekcji ,,Przeczytaj’ (oprocz Przyktadu 4 i Przyktadu 5)

i w sekciji ,Galeria zdje¢ interaktywnych”.

2. Nastepnie opisuja wymyslony przez siebie ciag jednym ze sposobow. Kartke z opisem
ciggu przekazuja parze uczniow z sgsiedniej tawki. Uczniowie, ktorzy otrzymali kartke
dopisujg opis ciggu innym sposobem i przekazujg ja nastepnej parze, ktora postepuje
podobnie. I tak, az do wyczerpania pomystow. Para, ktora juz nie wymysli nowego
opisu, oddaje kartke tworcom pierwszego opisu.

3. W ten sposob kazda para uczniow powinna dokona¢ co najmniej 5 - 10 opisow. Wazne
jest, aby za kazdym razem probowata opisac cigg innym sposobem.

4. Ostatnim elementem tej czesci zaje¢ jest wspolne rozwigzanie na tablicy Przyktadu 4
i Przykiadu 5.

Faza podsumowujaca:

1. Uczniowie, na podstawie otrzymanych opisow ciggdw, sporzadzajg wspolny graf
Sposobow opisu ciggow.

2. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krétko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztaltowane umiejetno$ci. Zwracajgc szczegolng uwage na



efektywnos¢ pracy w parach.
3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace par.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest wykonanie ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

Pojecie ciggu. Ciag jako funkcja zmiennej naturalne;j
Wskazowki metodyczne:

Galeri¢ zdje¢ interaktywnych mozna wykorzysta¢ omawiajac sposoby opisu funkcji
o dziedzinie skonczonej (dyskretnej).


https://epodreczniki.pl/a/pojecie-ciagu-ciag-jako-funkcja-zmiennej-naturalnej/DpLrb1VJR

