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Zrédto: Federico Beccari, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Obiekty otaczajacego nas Swiata obdarzone sg mnostwem roznorodnych cech.
Roznorodnosc¢ ta okresla stopien ich skomplikowania. Naukowcy probuja stopniowo badac
Swiat kategoryzujac skomplikowane rzeczy i zjawiska z nadziejg, ze utatwi to zrozumienie
mechanizmow rzadzacych Swiatem. Matematyka chcgc poméc w budowaniu ich teorii
~wytworzyla przyrzady” ktorymi sprawnie postugujg sie inne nauki. Jednym z takich
»przyrzadow” jest umiejetno$¢ wyznaczania ekstremow funkcij.

Twoje cele

» Dowiesz si¢ jak wyznaczac¢ ekstrema funkcji.



Przeczytaj

Twierdzenie: Warunek konieczny istnienia ekstremum

Jesli funkcja f(z) jest rozniczkowalna w punkcie x( i ma w tym punkcie ekstremum, to

f’(mo) =0.

Punkty, w ktorych pochodna funkciji jest rowna zeru nazywamy punktami stacjonarnymi.
Zapamietaj!

Zerowanie si¢ pochodnej jest warunkiem koniecznym istnienia ekstremum lokalnego
dla funkcji rézniczkowalnej, ale nie jest warunkiem wystarczajacym.
Wazne!

Funkcja moze mie¢ ekstremum lokalne jedynie w punktach, w ktorych jej pochodna nie
istnieje albo istnieje i jest rowna zeru.
Twierdzenie: Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum

a. Jedli funkcja f jest rozniczkowalna w przedziale (a, b)i f'(z) < 0dlaz € (a, )
oraz f’(z) > 0dlaz € (zg, b), to funkcja ma w punkcie zy minimum.

b. Jesli funkcja f jest rozniczkowalna w przedziale (a, b)i f’(z) > 0dlax € (a, zo)
oraz f’(z) < 0dlaz € (zg, b), to funkcja ma w punkcie xy maksimum.

Algorytm szukania ekstremum funkcji

Niech funkcja f bedzie ciggta na przedziale (a, b) i niech ma pochodng wtasciwa lub
niewlasciwg poza skonczong liczba punktow tego przedziatu. Ekstrema tej funkcji szukamy
postepujac wedlug nastepujacego algorytmu:

1. Sprawdzamy, kiedy spetniony jest warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji.
W tym celu znajdujemy punkty zerowania si¢ pochodnejfunkcji f oraz punkty,
w ktorych pochodna wlasciwa tej funkciji nie istnieje.

2. Nastepnie postugujemy sie twierdzeniem o warunku wystarczajgcym istnienia
ekstremum. Badamy zmian¢ ,znaku” pochodnejw punktach stacjonarnych, tj. przy
przejSciu przez punkt, w ktorym pochodna zeruje si¢.

3. Okreslamy rodzaj ekstremum wedtug nastepujacych reguk:
o JeSli pochodna przy przejsciu przez punkt stacjonarny zmienia znak
z ujemnego na dodatni, to funkcja osigga w tym punkcie minimum.
o Jesli pochodna przy przejsciu przez punkt stacjonarny zmienia znak
z dodatniego na ujemny, to funkcja osigga w tym punkcie maksimum.



o Jesli pochodna przy przejsciu przez punkt stacjonarny nie zmienia znaku, to
funkcja nie posiada w tym punkcie ekstremum.
Przyktad 1

Wyznaczymy ekstrema lokalne nastepujacej funkcji f(z) = 2 — 92% + 15z + 1.
Rozwigzanie:

Funkcja f(x) jako wielomian jest rozniczkowalna w zbiorze D = R. Jej pochodna dana
jest wzorem

f(z) =322 + 18z + 15, Dy = Dy.

Na mocy pierwszego Twierdzenia o warunku koniecznym istnienia ekstremum, funkcja
rozniczkowalna f(x) moze mie¢ ekstremum w punkcie, wtedy i tylko, gdy jej pochodna
jest w tym punkcie jest rowna zeru.

Sprawdzmy, kiedy pochodna f’(z) = 0.

Otrzymujemy kolejno:

f(z) =0,gdy3z? — 18z + 15 = 0,czyliz = 1 lubzx = 5.
Sprawdzamy warunek wystarczajgcy istnienia ekstremum funkcij.

Badamy zmian¢ znaku pochodnejw otoczeniu punktoéw stacjonarnych korzystajac z jej
wykresu.
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W otoczeniu punktu = 1 pochodna zmienia znak z dodatniego na ujemny, zatem
w tym punkcie funkcja ma maksimum réwne fmax(1) = 8.


javascript:void(0);

W otoczeniu punktu z = 5 pochodna zmienia znak z ujemnego na dodatni, zatem w tym
punkcie funkcja ma minimum rowne fi,i,(5) = —24.
Przyktad 2

Wyznaczymy ekstrema lokalne nastepujgcej funkcji f(z) = 2 dlaz € R\ {1}.

z—1
Rozwigzanie:
Dziedzing funkciji jest zbior Dy = R\ {1}.

Funkcja f(x) jako funkcja wymierna jest rozniczkowalna w catej dziedzinie. Jej pochodna
dana jest wzorem

, 2z(z—1)—2z? 2292
f(z) = e ($_12)2,Df = Dp.

Sprawdzamy, kiedy spetniony jest warunek konieczny istnienia ekstremum, czyli kiedy
pochodna f’(z) = 0.

Otrzymujemy kolejno:

F(z) =0, gdy f;:f)% —=0,czyliz® — 2z =0,stad z = Olubz = 2.

Sprawdzamy warunek wystarczajgcy istnienia ekstremum funkcij.

Badamy zmian¢ znaku pochodnejw otoczeniu punktéw stacjonarnych korzystajac z jej
wykresu.
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W otoczeniu punktu £ = 0 pochodna zmienia znak z dodatniego na ujemny, zatem
w tym punkcie funkcja ma maksimum réwne fp.,(0) = 0.



W otoczeniu punktu z = 2 pochodna zmienia znak z ujemnego na dodatni, zatem w tym
punkcie funkcja ma minimum rowne fi,(2) = 4.

Uwaga:

Dla rozwazanej funkcji f(z) badanie znaku pochodnej mozna ograniczy¢ do badania
znaku funkcji znajdujgcej sie w liczniku pochodnej
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Zmiana znaku funkciji z licznika wplywa na znak catej pochodne;j.
Przyktad 3

Wyznaczymy ekstrema lokalne nastepujacej funkcji f(x) = % dlaz € R\ {0}.
Rozwigzanie:
Dziedzing funkciji jest zbior Dy = R \ {0}.

Funkcja f(x) jako funkcja wymierna jest rozniczkowalna w catej dziedzinie. Jej pochodna
dana jest wzorem

2z—3)-z?— (2*—3z+2)-2 _
fle) = Lot _ s

dla kazdego argumentu ze zbioru R \ {0}.

Sprawdzamy, kiedy spetniony jest warunek konieczny istnienia ekstremum, czyli kiedy
pochodna f’(x) = 0.

Otrzymujemy kolejno:

f’(x) :O,gdy% :O,Czy1i3;l}—4:0,stqdw — %



Sprawdzamy warunek wystarczajgcy istnienia ekstremum funkcij.
Badamy zmian¢ znaku pochodnejw otoczeniu punktow stacjonarnych.

Otrzymujemy kolejno

3x—4 > 0’

3
z(3z —4) >0,
z € (—o0, 0)U (%, ).
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< 0,
z(3z —4) <0,
T E (O, %)

W otoczeniu punktu ¢ = % pochodna zmienia znak z ujemnego na dodatni, zatem

w tym punkcie funkcja ma minimum réwne fumin (%) = —0,125.

Punkt z = 0 nie nalezy do dziedziny funkcji (ani pochodnej) zatem funkcja nie moze
mie¢ w nim ekstremum.
Przyktad 4

Sprawdzimy, ile ekstreméw posiada funkcja f(z) = x* + ax + 2 w zaleznoéci od
wartosci parametru a.

Rozwiazanie:

Funkcja f(x) jako wielomian jest rozniczkowalna w zbiorze R. Jej pochodna dana jest
wzorem

f(z) = 3z* +a.
Otrzymujemy kolejno

« dlaa > 0pochodna f’(x) > 0 dla kazdego argumentu z dziedziny funkciji. Zatem dla
zadnego punktu z dziedziny nie jest speiniony warunek konieczny, ani
wystarczajacy istnienia ekstremum funkciji. Funkcja nie ma ekstremum.

 dlaa = 0 pochodna f’(x) > 0 dla kazdego argumentu z dziedziny funkciji. Istnieja
zatem punkty, dla ktorych spelniony jest warunek konieczny istnienia ekstremum
funkcii, ale nie jest spelniony warunek wystarczajacy istnienia ekstremum funkciji,
pochodna nie zmienia znaku. Zatem funkcja nie ma ekstremum.



o dlaa < 0 pochodna f’(z) = 32> — a dla kazdego argumentu z dziedziny funkciji.
Pochodna jest funkcja kwadratowg, ktorejwyréznik A > 0 dlaa < 0. Stad wynika, ze
pochodna ma dwa miejsca zerowe. Z wilasnosci funkcji kwadratowej posiadajgcej dwa
miejsca zerowe wynika, ze w otoczeniu tych miejsc pochodna zmienia znak. Zatem

funkcja ma dwa ekstrema.
Przyktad 5

O funkcji f(z) = az® + bz + 2 wiadomo, ze w punkcie z = —1 posiada ekstremum
rowne 4. Znajdziemy wartos$ci wspotczynnikow a i b oraz pozostale ekstrema funkciji (jesli
je posiada).

Rozwigzanie:

Funkcja f(x) jako wielomian jest rozniczkowalna w zbiorze R. Jej pochodna dana jest
wzorem

f(z) = 3ax? + .

Na mocy Twierdzenia o warunku koniecznym istnienia ekstremum funkcji wiemy, ze
funkcja ma punkty stacjonarne, wtedy i tylko wtedy, gdy f’(xz) = 0. Zatem f’(—1) =0
oraz f(—1) = 4.

Otrzymujemy kolejno

f(=1)=—a—-b+2=4,

fi(-1)=3a+b=0,

stada=1,b= —-3.

Zatem pochodna funkciji f dana jest wzorem f’(z) = 32> — 3.

Miejscami zerowymi pochodnej sg punkty (warunek koniczny istnienia ekstremum
funkcji)x =1liz = —1.

Pochodna jest dodatniadlaz € (—oo, — 1) U (1, co) oraz ujemnadlaz € (—1, 1).

Zatem funkcja posiada drugie ekstremu w punkcie x = 11i jest ono rowne 0.

Stownik

funkcja rézniczkowalna

funkcje nazywamy rozniczkowalng jesli ma pochodng w kazdym punkcie dziedziny



Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1
Zapoznaj sie z galerig zdje¢ interaktywnych, a nastepnie wykonaj ¢wiczenia

zamieszczone pod nia.

Polecenie 2

Polecenie 3

Wyznaczymy ekstrema funkcji f(z) = z* — 423 + 422,



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5
z° — 23 — 22 + 1.

ofro

Wyznacz ekstrema funkgji f(z) =

Cwiczenie 6

z2—4
z24+1°

Wyznacz ekstrema funkdji f(x) =
Cwiczenie 7

ma ekstremow.

Cwiczenie 8

Uzasadnij, ze funkcja f(z) = —#{7 posiada dwa ekstremadlaa € R\ {0}.

@

Dla jakiej wartosci parametru a funkcja f(z) = 3az® — 5 (3a + 1)2% + 3z — 1 nie



Dla nauczyciela

Autor: Agnieszka Niemczynowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak wyznaczy¢ ekstremum funkcji?

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres rozszerzony Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

4) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza pochodng,
korzystajgc z twierdzen o pochodnej sumy, roznicy, iloczynu, ilorazu i funkcji ztozone;j;

5) stosuje pochodng do badania monotonicznosci funkci;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;
Cele operacyjne:

Uczen:

 definiuje maksimum lokalne (wlasciwe/niewtasciwe) funkcji;
« definiuje minimum lokalne (wlasciwe/niewtasciwe) funkcii;
 opisuje warunek konieczny istnienia ekstremum funkcj;

» opisuje warunek wystarczajacy istnienia ekstremum funkcji.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e odwroécona klasa;
o dyskusja panelowa;
» dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Uczniowie zapoznajg si¢ z treSciami dotyczacymi ekstremow funkcji.
Faza wstepna:

1. Prowadzgcy wyswietla na tablicy interaktywnej zawartosc sekcji ,Wprowadzenie”
i omawia cele do osiggnigcia w trakcie lekcji o temacie: ,Jak wyznaczy¢ ekstremum
funkcji?”

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 3-4 osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajq sie
z informacjami z sekcji ,,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg pytania.
Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie uczniowie
z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie indywidualnie analizujg material przedstawiony w sekcji ,Medium bazowe”.
Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci, ktore pojawily sie¢ po zapoznaniu si¢
z materiatem.

3. Uczniowie wykonujg wspolnie polecenia nr 1-2 z sekcji ,Medium bazowe”. Nastepnie
nauczyciel omawia je wraz z uczniami wyjasniajagc ewentualne watpliwosci.

4. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, omawiajac je wraz z uczniami.

5. Nauczyciel dzieli klase na grupy. Uczniowie rozwigzujg zadania 3-5 z sekcji ,Sprawdz
sie”. Grupa, ktora poprawnie rozwigze zadania jako pierwsza otrzymuje oceny za



aktywno$c¢. Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.
6. Uczniowie realizujg indywidualnie ¢wiczenia 6-7 z sekcji ,,Sprawdz sie”. Po ich
wykonaniu nauczyciel omawia najlepsze rozwigzania zastosowane przez uczniow.

Faza podsumowujaca:
e Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
Praca domowa:
Uczniowie wykonuja ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:
Ekstrema funkcii
Wskazowki metodyczne:

Galerie zdjec¢ interaktywnych mozna wykorzystac jako materiat, shuzacy powtorzeniu
materialu wyznaczaniu przedzialdow monotonicznosci funkciji.


https://zpe.gov.pl/a/ekstrema-funkcji/D1FL9brbH

