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Rozpoznawanie rodzaju tréjkata z wykorzystaniem

twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa
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Zrédto: GlLady z Pixabay, domena publiczna.

Twierdzenie Pitagorasa mowi, ze w trojkacie prostokatnym o przyprostokatnych a, b
2

i przeciwprostokatnej ¢ zachodzi réwnos¢ a® + b* = c2.
Prawdziwe jest tez twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa, ktore mowi, ze jesli
dtugosci bokéw a, b, ¢ tréjkata spetniaja réownosé Pitagorasa a® + b? = ¢?, to trojkat ten jest
prostokatny i bok c jest jego przeciwprostokatng.

W tym materiale nauczymy si¢ ocenia¢ na podstawie dtugosci bokow trojkata, czy jest on
prostokatny, ostrokatny, czy rozwartokatny.

Twoje cele

o Wykorzystasz twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa do rozpoznawania
rodzaju katow w trojkacie.

e Rozpoznasz rodzaj trojkagta na podstawie dtugosci jego bokow.

e Rozpoznasz rodzaj trojkgta na podstawie wspotrzednych kartezjanskich jego
wierzchotkow.

e Rozpoznasz rodzaj trojkata w sytuacjach praktycznych i zagadnieniach
matematycznych.



https://pixabay.com/pl/users/glady-768/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=2587864
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=2587864

Przeczytaj

Na poczatek przypomnimy zaleznosci miedzy dtugosciami bokow trojkata.

Wiasnosé: dtugosci bokéw trojkata

Jezeli a, b, ¢ sa dlugo$ciami bokow trojkata, to
b—c|<a<b+c
la—c/<b<a+c
la—bl<c<a+bd

Gdyby jedna z tych nierownosci nie byla spelniona, to nie mozna by byto zbudowac¢
trojkata o bokach a, b, c.

W trojkacie najdtuzszy bok lezy naprzeciw kata o najwigkszej mierze.

Dla utrwalenia tej wlasnosci uruchom aplet. Zwr6¢ uwage na miare kata CAB i boku
lezacego na przeciwko niego. Mozesz w kazdej chwili zatrzymac aplet aby przyjrzec sie
uwazniej zaznaczonym danym.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D540T7cth

Trojkat prostokatny


https://zpe.gov.pl/a/D54OT7cfh

Twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa jednoznacznie
charakteryzujg trojkaty prostokatne jako trojkaty, ktorych boki spetniajg zaleznos¢

2 | p2 _ 2
a®+b°=c”.

Trojkat ostrokatny

Rozwazmy trojkat ostrokatny o bokach a, b, c. Niech a bedzie katem przy wierzchotku C.

C & D & & B

Wysoko$¢ h jest prostopadia do BC, wigc dzieli trojkat na dwa tréjkaty prostokatne.
Z twierdzenia Pitagorasa mamy
B2 — b2 — 22
h2:c2—(a—ar3)2
Stad
—22=c—(a—z)* =c%—a?+ 2ax — 22
Zatem
a’? + b =c® + 2azx
ale 2ax > 0, wiec
a?+b? > 2
Stad wynika:

Wiasnosé: trojkatéow ostrokatnych


javascript:void(0);

Jezeli trojkat jest ostrokatny, to dla dowolnej pary bokow tego trojkata suma kwadratow
ich dtugosci jest wieksza od kwadratu trzeciego boku.

Dowad

Jedli kat miedzy bokami a, b jest ostry, to a* + b® > 2. Poniewaz trojkat ostrokatny ma
wszystkie katy ostre, to katy miedzy dowolnymi dwoma bokami s3 ostre, wiec dla
dowolnej pary bokow tego trojkata suma kwadratow ich dtugosci jest wieksza od
kwadratu trzeciego boku.

Sprawdzanie wlasnosSci opisanejw twierdzeniu mozna sprowadzi¢ do sprawdzenia, czy
kat lezacy naprzeciwko najdtuzszego boku trojkata jest kagtem ostrym. Wynika to
z wlasnosci, ze najwieckszy kat w trojkacie lezy naprzeciwko najdtuzszego boku.

Trojkat rozwartokatny
Rozwazmy trojkat rozwartokatny o bokach a, b, c.

Niech a bedzie katem rozwartym, jak na rysunku.

Wykonujemy przeliczenia analogiczne do przedstawionych wyze;j.
B2 — b2 _ g2
h? =c?— (a+z)
Stad
B—22=c—(a+z)* =c%—a? — 2ax — 22

Zatem



a’? + b =c? — 2ax
ale 2ax > 0, wiec
a’? +v* < c?
Stad wynika:
Wiasnosé: tréojkatéow rozwartokatnych

Jezeli trojkat jest rozwartokatny, to istnieje para bokow tego trojkata taka, ze suma
kwadratow ich dtugosci jest mniejsza od kwadratu trzeciego boku.

Dowad

Jesli kat miedzy bokami a, b jest rozwarty, to a + b*> < c?. Poniewaz tréjkat
rozwartokatny ma jeden kat rozwarty, to dla pary bokow tworzacych ten kat zachodzi,
suma kwadratow ich dtugosci jest mniejsza od kwadratu trzeciego boku.

Twierdzenie: Twierdzenie o klasyfikacji katow
Jezeli a, b, ¢ s3 dlugosciami bokéw troéjkata, to kat miedzy bokami a, b jest:
1. ostry wtedy i tylko wtedy, gdy a® + b? > c?;
2. prosty wtedy i tylko wtedy, gdy a® 4 b* = c?;
3. rozwarty wtedy i tylko wtedy, gdy a? + b < c.
Dowéd
PokazaliSmy wyzej, ze jezeli kat miedzy bokami a, b jest
1. ostry, to a’ + b >
2. prosty, to a® + b* = ¢?;
3. rozwarty, to a® + b% < 2.

Przedstawmy to graficznie, gdzie strzatka pokazuje kierunek wnioskowania.




C
b
= —  d?4 <P
A B

a

Nalezy teraz pokaza¢ wlasnosci odwrotne, czyli odwroécic¢ kierunek wnioskowania.

Zatozmy, ze a® + b% > ¢%. Wtedy kat miedzy bokami a i b nie moze by¢ prosty, bo
musiataby by¢ réwno$¢. Nie moze by¢ tez rozwarty, bo wtedy mielibyémy a? + b* < 2.
Zatem kat miedzy bokami a i b jest ostry. Analogiczne rozwazania przeprowadzamy dla
pozostalych zaleznos$ci. Stad w graficznym przedstawieniu prawdziwe jest wnioskowanie

//\ e a+b2>C
m - a2+ b=
C
b
2 - 4+ <
A B

a

w drugg strone.

Jako wniosek z twierdzenia o klasyfikacji kgtow dostajemy:



Twierdzenie: o klasyfikacji tréjkatéow

1. Trojkat jest ostrokatny, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnej pary bokow tego
trojkata suma kwadratow ich dtugosci jest wieksza od kwadratu trzeciego boku.

2. Trojkat jest prostokatny, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje para bokow tego trojkata
taka, ze suma kwadratow ich dtugosci jest rowna kwadratowi trzeciego boku.

3. Trojkat jest rozwartokatny, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje para bokow tego trojkata
taka, ze suma kwadratow ich dtugosci jest mniejsza od kwadratu trzeciego boku.

Przyktad 1

Dane s3 dwa boki tréjkata a = 2, b = /3 oraz wiemy, ze trzeci bok ¢ > a, b. Wyznaczymy
zbior wartos$ci boku ¢, dla ktorych ten trojkat jest rozwartokatny.

Rozwigzanie
1. Musi zachodzi¢ nier6wnos¢ a? + b? < c2. Stad ¢ > 22 + V3 =1, Stad ¢ > /7.
2. 7 wlasnoéci bokow trojkata i z zalozenia 2 < ¢ < 2 + /3.
Wartoé¢ ¢ nalezy do czeéci wspélnej tych przedziatow, czyli V7 < ¢ < 2+ /3.
Przyktad 2

Dane sa dwa boki trojkgta a = v/2, b = v/3 oraz wiemy, ze trzeci bok ¢ > a, b.
Wyznaczymy zbior wartosci boku ¢, dla ktorych ten trojkat jest ostrokatny.

Rozwigzanie
1. Musi zachodzi¢ nier6wno$é¢ ¢? < a? + b?. Stad ¢® < V2t \/§2 — 5. Stad ¢ < /5.
2. 7 wiasnosci bokow trojkata i z zatozenia v3 < ¢ < v/2 + V/3.

Warto$¢ ¢ nalezy do czesci wspolnej tych przedziatow, czyli v/3 < ¢ < /5.

Przyktad 3

Wiemy, ze trojkat rownoramienny ma podstawe dtugosci 10. Wyznaczymy dtugosci
ramion, dla ktorych trojkat ten jest:

1. ostrokatny;
2. prostokatny;

3. rozwartokatny.
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Rozwigzanie

Na poczatku zauwazamy, ze jesli kgt lezacy naprzeciwko podstawy ma miare «;, to
pozostate katy tego trojkgta majg miare 90° — 5, czyli sg ostre. Stad wynika, ze do
okreslenia rodzaju trojkata rownoramiennego wystarczy okresli¢ rodzaj kata lezagcego
naprzeciwko podstawy.

Niech a oznacza dtugos¢ ramienia, wtedy a > % = 5.

Obliczamy sume kwadratéw ramion trojkata a + a?, a nastepnie poréwnujemy 2a?
z wartoscia 10? = 100.

Trojkat jest prostokatny, wtedy i tylko wtedy, gdy 2a2 = 100, czyli a® = 50, stad a = 5v/2.
Trojkat jest ostrokatny, wtedy i tylko wtedy, gdy 2a® > 100, czyli a > 5v/ 2,

Trojkat jest rozwartokatny, wtedy i tylko wtedy, gdy 2a2 < 100, czyli 5 < a < 5+/2.
Przyktad 4

Promien okregu o srodku S wynosi r. Rozwazamy katy Srodkowe w tym okregu.
Wyznaczymy dla jakich dtugosci cigeciw katy Srodkowe s3 ostre.

|

Rozwigzanie

Trojkat ABS jest trojkatem rownoramiennym o dlugosci ramienia rownej promieniowi
okregu. Kat srodkowy oparty na cieciwie AB to kat ASB tego trojkata.

Jesdli o jest katem ostrym w trojkacie ASB to:

2r2 > |AB|*, wiec |AB| < 7/2.



Dla zainteresowanych
Wykorzystanie twierdzenia o klasyfikacji trojkatow w uktadzie
wspotrzednych
Rozwazamy trojkat ABC, ktorego wierzchotki majg wspoétrzedne
A = (24, Ya), B = (2, 1), C = (2, ve)

Wyprowadzimy sposob sprawdzania jakim rodzajem trojkata jest ten trojkat.
1. Obliczamy kwadraty dtugosci bokow tego trojkata

[AB* = (2 — za)” + (4 — ¥a)",

ACI® = (2 — 2a)’ + (ye — 9a)’.

BOP® = (e — @) + (ve — )"

2. Wybieramy ten odcinek, ktorego kwadrat dlugosci jest maksymalny. Przyjmijmy, Ze to jest
AB.

3. Sprawdzamy, ktora z zaleznosci z twierdzenia o klasyfikacji katow jest speiniona, czyli
poréwnujemy warto$¢ wyrazenia |AC|* 4+ | BC|? z wartoscig | AB|*.

4. OkresSlamy rodzaj trojkata.

Przyktad 5

Okresélimy rodzaj trojkata o wierzchotkach A = (—2,1), B= (1,1),C = (4, 2).
Rozwigzanie

Obliczamy

[AB]* = (1-(-2))" +(1-1)* =9,

[ACP = (4 - (-2))* + (2 —-1)* =137,

|IBC)> = (4— 1)+ (2 - 1)* = 10.

Kwadrat boku AC ma najwiekszg wartos¢.

|AC|? + |BC|? = 19 < 37, wiec trojkat jest rozwartokatny.

Stownik



trojkat prostokatny

trojkat, ktorego jeden z katow wewnetrznych jest prosty
trojkat ostrokatny

trojkat, ktorego wszystkie katy wewnetrzne sg ostre
trojkat rozwartokatny

trojkat, ktorego jeden z katow wewnetrznych jest rozwarty



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

1. Ustaw godzine za pomoca suwakéw h i m. Wskazéwka godzinowa jest dwa razy krotsza
od wskazéwki minutowe;.

2. Ocen rodzaj trojkata jaki tworzg wskazowki zegara i odcinek taczacy ich konce.

3. Ustaw godzine tak, by trojkat byt rozwartokatny, a kat miedzy wskazowkami byt ostry.

4. Podaj przyktady godzin, dla ktérych utworzony tréjkat jest prostokatny? Ostrokatny?
Rozwartokatny?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DICKgVKjG


https://zpe.gov.pl/a/D1CKgVKjG

Polecenie 2

Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

O godzinie 13 : 00 utworzony tréjkat jest:

ostrokatny.

wskazéwki nie tworza tréjkata.

prostokatny.

o O O O

rozwartokatny.

Polecenie 3

Zaznacz prawidtowe odpowiedzi.

Wybierz wszystkie godziny, w ktorych utworzony tréjkat jest prostokatny.

(] 5:00

(] 9:00

(] 10:00

(] 11:00

(] 3:00

(] 2:00



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Podang trojke liczb oznaczajgca dtugosci bokéw trojkata przenie$ na odpowiednie pole.

Trojkat prostokatny

(9,12,15) | | (5,5,6) |

(4 V3, \/—) (9,12,16)
Tréjkat rozwartokatny <\/3 \/_ \/3 | (1,5,5)
(

2,3,V13) || \/—\/_\/_)|

Trojkat ostrokatny




Cwiczenie 2 @)

Na rysunku punkt E jest punktem przeciecia prostopadtych odcinkow AB i CD

o dtugosciach 10 i 6 odpowiednio. Ponadto |EF| = 1, |EG| = 2, |ED| = 3, |EB| = 4.
e(C
oF
A G 1 B
o o o o
2 E 4
3
D
Witedy:
trojkat BF'G jest
() rozwartokatny
() prostokatny
() ostrokatny
Cwiczenie 3

Tréjkat ABC ma boki dtugosci |AB| = 6,
aby trojkat byt prostokatny?

AC| = 10. Jaka dtugo$¢ powinien mie¢ bok | BC/,



Cwiczenie 4

Tréjkat ABC' ma boki dtugosci |AB| = 16,
, aby trojkat byt ostrokatny.

AC| = 20. Jaka dtugos¢ powinien mie¢ bok | BC|

Cwiczenie 5

Tréjkat ABC' ma boki dtugosci |[AB| = ¢,
mie¢ bok | BC|, aby tréjkat byt rozwartokatny.

AC| = b takie, ze ¢ > b. Jaka dtugos¢ powinien

Cwiczenie 6

W trapezie prostokatnym przedstawionym na rysunku podstawa AB jest o 3 dtuzsza od
podstawy DC.

A B

Ocen jakiego rodzaju tréjkatem jest tréjkat ABC.
Cwiczenie 7 @

Dtuzsza przekatna deltoidu dzieli krotsza przekatna o dtugosci a w potowie. A krétsza
przekatna deltoidu dzieli dtuzsza przekatng w stosunku 1 : 3. Wyznacz dla jakich dtugosci
dtuzszej przekatnej trojkaty rownoramienne, z ktérych sktada sie deltoid, sg ostrokatne.



Cwiczenie 8

Ocen prawdziwos$¢ zdan. Zaznacz czy zdanie jest prawdziwe czy fatszywe.

Zdanie

Tréjkat o wierzchotkach
A=(2,2), B=(-3,-3),
C =(3,—1)jest
prostokatny.

Trojkat o wierzchotkach
A=(2,6),B=(1,-2),
C = (3,—2) jest
rozwartokatny.

Trojkat o wierzchotkach
A= (2a 2)* B = (_2a _3),
C = (4,—2) jest
ostrokatny.

Tréjkat o wierzchotkach
A=(2,3),B=(3,1),
C = (6, 1) jest ostrokatny.

Tréjkat o wierzchotkach
A=(3,3),B=(2,-3),
C =(—2,6) jest
rozwartokatny.

Tréjkat o wierzchotkach
A= (_2a _2),
B=(3,-2),C = (2,2)
jest rozwartokatny.

Prawda

O

Fatsz



Dla nauczyciela

Autor: Bogdan Staruch
Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykorzystanie twierdzenia Pitagorasa do obliczania dlugosci odcinkow
w trojkatach

Grupa docelowa: III etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria

Zakres podstawowy. Uczen:

2) rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych dtugosciach
bokow (m.in. stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa i twierdzenie
cosinusow); stosuje twierdzenie: w tréjkgcie naprzeciw wiekszego kata wewnetrznego lezy
dtuzszy bok;

12) przeprowadza dowody geometryczne.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig.

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych dtugosciach
bokow - stosuje twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa;

 stosuje twierdzenie: w trojkgcie naprzeciw wiekszego kata wewnetrznego lezy dltuzszy
bok

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
e konektywizm
e kognitywizm



Metody i techniki nauczania:

e mapa mysli
» metoda tekstu przewodniego
e analiza pomystow

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw parach

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen lub para
uczniow miala do dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do
dyspozyciji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg zaje¢:
Faza wstepna:

» Uczniowie przypominaja twierdzenia Pitagorasa i odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.
» Nauczyciel przedstawia temat lekcji i ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie tworzg mape¢ mysli ilustrujgcg z jakich bokoéw mozna zbudowac trojkat,
rodzaje katow iich zwiazki z dtugosciami bokow trojkata.

2. Nauczyciel przedstawia wiasnosci dlugosci bokow trojkata.

3. Uczniowie poznaja twierdzenie o klasyfikacji trojkatow, analizuja dowod.

4. Uczniowie metoda tekstu przewodniego zapoznajg si¢ z przyktadami w czesci
Przeczytaj.

5. Nauczyciel przedstawia symulacje interaktywna do rozpoznawania rodzaju trojkata na
tarczy zegara.

6. Uczniowie sprawdzaja nabyte umiejetnosci i wiedze wykonujgc wskazane ¢wiczenia
interaktywne.

Faza podsumowujaca:

1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz

sie”.
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: Na dzisiejszych
zajeciach nauczytam /nauczytem sie...

Praca domowa



Uczniowie wyznaczajg przyktadowe godziny, dla ktorych wskazowki zegara i odcinek
taczacy ich konce tworzg trojkat prostokatny.

Materialy pomocnicze:
» Twierdzenie Pitagorasa
Wskazowki metodyczne:
Symulacja interaktywna moze by¢ wykorzystana przez uczniow:

e podczas przygotowywania sie do zajec,
» do utrwalania wiedzy,
» jako inspiracja do stworzenia wiasnego samouczka lub prezentaciji.


https://epodreczniki.pl/a/twierdzenie-pitagorasa/DFZ2S5pne

