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Wyznaczanie pochodnych funkcji bezposrednio z definicji pochodnej moze okazac si¢
wymagajgce i czasochlonne. W matematyce istnieje pewien zestaw funkcji zwanych
funkcjami elementarnymi, ktore wykorzystuje si¢ do wyznaczania pochodnych bardziej
skomplikowanych funkciji, ich ztozen i odwrotnosci. Podczas tejlekcji poznasz wzory
pozwalajace szybko i efektywnie wyznaczy¢ pochodne pewnych funkciji.

Twoje cele

 Sklasyfikujesz wzory pochodnych wybranych funkcji elementarnych.
» Na podstawie poznanych wzoréw wyznaczysz pochodne przyktadowych funkcji
elementarnych.




Przeczytaj

Rozwazmy funkcje f oraz argument x,, w otoczeniu ktoérego funkcja f jest okreslona.
Przypomnijmy, iz pochodna funkcji f w punkcie z, oznaczang symbolem f’(x), definiujemy jako
granice wilasciwg ilorazu roznicowego:

#(zo) = lim f(z)—f(zo)

T T—Zo
Pochodng funkcji f w punkcie o mozemy takze zdefiniowac jako granice:

' — 1 f(zo+h)—f(z0) )
f (mO) hlg(lj A

OczywiScie powyzsze definicje sa sobie rownowazne, a w literaturze mozesz spotkac obie z nich.
Na potrzeby tego matriatu bedziemy stosowac definicje druga.

Wyznaczanie pochodnych funkcji bezposrednio z definicji niejednokrotnie moze okazac sie
wymagajace i czasochtonne. Z pomocg przychodzg wzory ogolne pochodnych wybranych funkciji
elementarnych. Wzory te wyraza¢ beda ogolng posta¢ pochodnejrozwazanej funkciji y = f(x)

w dowolnym punkcie z, w ktorym funkcja jest okreslona i rézniczkowalna.

W trakcie tejlekcji poznasz wzory wyrazajgce pochodng funkciji statej, pochodng funkciji potegowe;j
o wykladniku naturalnym, a takze, ponadprogramowo, wzor wyrazajagcy pochodng logarytmu
naturalnego.

Pochodna funkcji statej f(z) = c,c € R

Rozwazmy funkcje stalg postaci f(z) = ¢, gdzie c jest dowolng liczbg rzeczywista. Wowczas
pochodna funkciji statejw dowolnym punkcie z € Dy wyraza si¢ wzorem:

f'(z) = (¢) = 0.
Dla zainteresowanych

Zauwaz, ze wyprowadzajgc pochodna funkcji f(z) = ¢ bezposrednio z definicji pochodne;j,
otrzymamy:

PO — T JEFR)—f(@) . e—c
fer=lm= =im7 =0

Przyktad 1

Znajdziemy pochodng funkciji statej y = 5. Zgodnie z wprowadzonym powyzej wzorem,
dostaniemy ¢/ = (5)' = 0.

Przyktad 2

Wyznaczymy pochodng funkciji statejy = —%. Otrzymamy ¢ = (—%)’ = 0.


javascript:void(0);
javascript:void(0);
javascript:void(0);

Pochodna funkcji potegowej f(z) = z™" dlan € N

Przyktad 3

Rozwazmy funkcje potegowa y = z? dla z € R. Chcemy wyznaczy¢ pochodng tej funkciji
w dowolnym punkcie z € R. Skorzystamy najpierw bezpos$rednio z definicji pochodne;.
Otrzymamy:

. +h)— +h)’—a? . 2 2 g2 : 2
o = lim flz ’3 fl@) _ (z ]3 2 lim & +2mhh+h 22 _ Lim 2mhh+h _
h—0 h—0 h—0 h—0

= lim(2z + h) = 2z.
h—0

Zatemy' = (z2)’ = 2z dla dowolnego argumentu z € R.

Wprowadzimy teraz wzor ogolny wyrazajagcy pochodng dowolnej funkcji potegowej o wyktadniku
naturalnym. Pochodna funkcji potegowej f(z) = z", gdzie € N, dana jest wzorem:

f(@) = @) =n-a" .
Dla zainteresowanych

Aby uzasadni¢ powyzszy wzor, skorzystamy z definicji pochodnej funkcji oraz z dwumianu
Newtona. Otrzymamy wéowczas:

1o — i J@HR)—f(@) _ q. (@R
fiz) = Jim == R

( ﬁ: (Z) mn—khk) "
k=0 .
7 = lim
h—0
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lim
h—0
— lim x"+n-x”’1h+(;)x"’2h2+...+h"—w" .

h—0 h

= lim (n el 4 (Z)a:”_2 -h+...+ h"_1> =n-z" L,
h—0

Przyktad 4

Rozwazamy raz jeszcze funkcje y = z2, ktorej pochodna chcielibyémy wyznaczy¢ korzystajac

z przedstawionego powyzej wzoru. Zauwazamy, ze zgodnie z powyzszg postacia, wyktadnik

n = 2. Podstawiajac n do wprowadzonego wzoru dostaniemy y = (z2)" = 2- 22! = 2z, tak jak
w przykladzie 2.

Przyktad 5

Znajdziemy pochodna funkcji y = z'7. Stosujac wzér na pochodng funkciji potegowej, dlan = 17,
otrzymamy ¢/ = (z'7) = 17 - z'7-! = 1726,

Przyktad 6

Wprowadzony powyzej wzor znajduje zastosowanie rowniez w szczegolnym przypadku, gdy dana
jest funkcjay = x dlaz € R. Wtedy wyktadnik n = 1, wigc pochodna funkcji bedzie postaci
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| y=(z) =121 =1

Pochodna logarytmu naturalnego f(z) = Inz dlaz € R”

Rozwazmy funkcje logarytmiczng postaci f(z) = Inz, gdzie € R". Pochodna logarytmu
naturalnego dana jest wzorem:

f'(z) = (nz) = +.

Podsumowanie

Reasumujac, zaprezentowane pochodne wybranych funkcji elementarnych zapiszemy w ponizszej
tabeli.

Wzér funkcjiy = f(z) Pochodna f’(x) funkcji f Uwagi
flz)=c (¢))=0 ceR
f(z) =z (z") =n -z n €N
f(z) =Inz (Inz) = + r € R"

Stownik

iloraz ré6znicowy
to stosunek przyrostu wartosci funkcji do przyrostu argumentu funkgciji. Dla funkcji f: X — Y
oraz argumentow z1, x2 € X iloraz roznicowy wyrazony jest jako

f(zz)—f(z1)

ro—Tq
funkcje elementarne
to funkcje, ktore mozemy otrzymac z tak zwanych podstawowych funkcji elementarnych za

pomocy skonczonejliczby dziatan arytmetycznych, sktadania oraz odwracania funkcji. Do
podstawowych funkcji elementarnych nalezg:

funkcje state
funkcje potegowe
funkcje wyktadnicze

funkcje logarytmiczne
funkcje trygonometryczne

dwumian Newtona
jesli z, y € R, to kazda naturalng potege dwumianu x + y mozemy przedstawi¢ w postaci sumy:
(@+y)" = () @+ (1) 2"ty () ey 4 () 9

lub krocej przy pomocy notacji sumacyjnej




n

(z+y)" = 2 (1) ok
k=0

logarytm naturalny

to logarytm o podstawie e (liczba Eulera), gdzie e ~ 2, 718281828. Logarytm naturalny oznaczany
jest symbolem In



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizszg infografikg. Nastepnie wykonaj kolejne zadania.

Polecenie 2

Wyznacz pochodne nastepujacych funkcji:

. f(z) = 40,
. glz) = -7,
e h(z) =25,
e I(z) ="
Polecenie 3

Wyznacz pochodne nastepujacych funkcji:




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Pochodna funkcji f(z) = z° jest réwna:

O fz)="a°

O f(z) = 6"

O flz) =6z
Cwiczenie 2

Wskaz funkcje, ktérych pochodna jest rowna 0.

[ f(z) =2
() flz) ==
() f(x) =6
() flz)=2"

[ f(z) =200



Cwiczenie 3

Zaznacz poprawna odpowiedz. Pochodna funkcji f(z) = z°% jest réwna:

() 56>

() 55z

O $55

Cwiczenie 4

Wyznacz pochodne nastepujacych funkcji:

. f(x) = 2000,

. g((z) = 2",

e h(z) = z?".
Cwiczenie 5

Potacz w pary ponizsze funkcje i odpowiadajace im pochodne.

flz) =z £(z) = 102°
flz) = a* f(z) = 72°

flz) =z £(z) = 13212
f(z) =2 f(z) = 342

f(z) = = F(z) = 2122



Cwiczenie 6

Zaznacz w tabeli poprawne komoérki.

Funkcja f(x) Pochodna f’(x) Uwagi dotyczace funkgcji
30 302%° ) zeRT [
z° 1 (]
15 0 (]
rl 13z ] zeR (]
! —oo (]

Cwiczenie 7

Potacz w pary ponizsze funkcje i odpowiadajace im pochodne.

flz) =z £(z) = 162
f(z) = 400 f(z) = 3823
f(z) = 2° F(z) = 322
fl) =3 fi(z) =0



Cwiczenie 8 @
Uzupetnij tabele.

Inz, 12,0,1002%,,,19 - 2'?, xER\{0}, z, 1012, 122

Funkcja f(x) Pochodna f'(z) Uwagi
Inz
D
100z
12
Cwiczenie 9 @

Korzystajac bezposrednio z definicji pochodnej funkcji, wyznacz pochodng funkcji f(a;) =z
w dowolnym punkcie x, w ktorym funkcja jest okreslona.




Dla nauczyciela

Autor: Malgorzata Kruszelnicka

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pochodne funkcji elementarnych

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy. Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania
okreslone dla zakresu podstawowego, a ponadto:

4) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza pochodng,
korzystajac z twierdzen o pochodnej sumy, roznicy, iloczynu, ilorazu i funkcji ztozone;.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 potrafi sklasyfikowa¢ wybrane funkcje elementarne

» wykorzystuje pojecie ilorazu roéznicowego

 stosuje poznane wiadomosci do wyznaczania pochodnych wybranych funkciji
elementarnych

e wycigga wnioski na podstawie zrealizowanych przykladow

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e odwrocona lekcja



« graffiti matematyczne
» sznurkowa pajgeczynka

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

o kartki A4, mazaki

o kilebek sznurka

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie w domu zapoznajq si¢ z materialem zawartym w sekcji ,Przeczytaj”
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz przedstawia kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na mate grupy. Uczniowie wymieniajg si¢ informacjami
pozyskanymi w domu. Metodg graffiti matematycznego sporzadzaja schematy
zawierajgce wzory pochodnych wybranych funkcji elementarnych, ktore nastepnie
prezentuja na forum klasy.

2. Teraz kazda grupa ukiada 4 zadania oparte na uzyskanych w domu wiadomosciach -
dwa zadania polegajace na wskazaniu przyktadow funkcji o pochodnejrownej0, dwa
kolejne zadania wymagajace wyznaczenia pochodnej funkcji potegowej o wyktadniku
naturalnym.

3. Ulozone przez grupy zadania uczniowie rozwigzujg wspolnie na tablicy.

Faza podsumowujaca:

1. Liderzy grup dzielg si¢ informacjami na temat pracy swojej grupy, prezentuja pomysty,
przedstawiaja watpliwosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

3. Uczniowie metoda sznurkowej pajeczynki wybieraja ucznia, ktory wniost najwiekszy
wklad w prace grupy i catego zespot klasowego (uczniowie rzucajg kiebkiem sznurka
wzajemnie do siebie - wygrywa uczen, ktory zbierze najwiecej ,koncow” sznurka).

Praca domowa:



Uczniowie wykonuja w domu zadania z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

Pochodna funkcji

Wskazowki metodyczne:

Infografike mozna wykorzystac jako wstep do zaje¢, utrwalajgc w ten sposob wiadomosci na
temat pochodnych wybranych funkcji elementarnych.
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