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Wiemy, ze dwusieczng kata nazywamy potprostg, ktorej poczatkiem jest wierzchotek tego
kata i ktora dzieli ten kat na dwa réwne katy. Z pewnoscig znasz twierdzenie, ktore orzeka,
ze jezeli punkt lezy na dwusiecznejkata wypuktego, to jest on rowno oddalony od ramion
tego kata. Tym samym miejscem geometrycznym Srodkow okregdéw wpisanych w dany kat
jest oczywiScie dwusieczna tego kata.



W tym materiale polagczymy wlasnosci dwusiecznejkata z wlasnosciami katow wielokatow.
Twoje cele

» Poznasz twierdzenie o okregu wpisanym w trojkat.

» Udowodnisz twierdzenie o przecinaniu si¢ dwusiecznych katoéw trojkata.

» Zastosujesz wlasnosci dwusiecznych do wyznaczania zwigzkéw miarowych
w czworokatach.

» Zastosujesz poznane zalezno$ci w sytuacjach typowych i problemowych.




Przeczytaj

Okrag wpisany w wielokat

Rozwazmy najpierw trapez ABC D, w ktéry mozna wpisa¢ okrag.
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Zastanowmy sie, gdzie lezy Srodek tego okregu. Poniewaz okrag jest styczny do ramion kata
ABC, wigc srodek S tego okregu lezy na dwusiecznejkata ABC. Okrag jest tez styczny do
ramion kata BC D, wiec $rodek S lezy na dwusiecznejkata BC'D. Zatem S jest punktem
przeciecia dwusiecznych katow ABC'i BCD.
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To samo rozumowanie prowadzi nas do wniosku, Ze Srodek S jest punktem przeciecia
dwusiecznych katow trapezu ABCD.



Zauwazmy jeszcze, ze trojkaty BC'S i ADS sa prostokatne, a punkt S jest wierzchotkiem
kata prostego w kazdym z nich.

RzeczywiScie, poniewaz proste AB i CD sg rownolegte, to suma katow jednostronnych
wewnetrznych ABC'i BCD jest rowna 180°.

Zatem [ + v = 180°.

Stad 2 + 2 = 90°, czyli [<SBC| + |<SCB| = 90°.

Zatem z twierdzenia o sumie katow wewnetrznych trojkata otrzymujemy
|<<BSC| =180" — (|<<SBC| + |<<SCB|) =90°".

Rozwazmy teraz dowolny wielokat wypukty, w ktory mozna wpisa¢ okrag. Rozumujgc w ten
sam sposob, jak w przypadku trapezu stwierdzamy, ze dwusieczne wszystkich katow
wewnetrznych tego wielokgta przecinajg si¢ w jednym punkcie. Sformutujmy to w postaci
nastepujacego twierdzenia.



Twierdzenie: Warunek konieczny i wystarczajacy wpisania okregu w wielokat wypukty

W wielokat wypukly mozna wpisac¢ okrag wtedy i tylko wtedy, gdy dwusieczne
wszystkich katow wewnetrznych tego wielokata przecinajg sie w jednym punkcie. Punkt
ten jest srodkiem tego okregu.

A

Oczywiscie nie w kazdy wielokat wypukty mozna wpisa¢ okrag. Takze w tych sytuacjach
mozemy zaobserwowac ciekawe wtasnosci dwusiecznych katow wewnetrznych.

Przyktad 1

Wykaz, ze dwusieczne katow wewnetrznych rownolegtoboku, ktory nie jest rombem,
wyznaczajg prostokat.

A = b B

Podobnie jak w przypadku trapezu, tak i tu suma dwoéch sagsiednich katow
wewnetrznych jest rowna 180°, ale o ile w trapezie mieli$my tylko dwie pary takich



javascript:void(0);

katow (katy przy ramionach trapezu), o tyle w rownolegloboku kazde dwa sasiednie katy
majg te wlasnosc.

Powtarzajgc czterokrotnie rozumowanie, ktore przeprowadziliSmy wczesniej dla
trapezu, wnioskujemy, ze kazdy z katow AGB, BFC,CED i AHD jest prosty. Wobec
tego, z twierdzenia o katach wierzchotkowych, wynika, ze katy EFG i EHG tez s3
proste.

Zatem wszystkie katy wewnetrzne czworokata EF'G H sa proste, a to oznacza, ze
czworokat ten jest prostokgtem.

Pozostaje jeszcze zauwazyc¢, ze milczaco zakladalisSmy, Ze ten czworokat w ogdle istnieje.

Nie istniatby wtedy, gdyby dwusieczne przeciwlegtych katow wewnetrznych
rownolegtoboku ABC D zawieraly sie w jednej prostej, ale to ma miejsce tylko wtedy, gdy
ten rownolegtobok jest rombem.

Wiasnie dlatego zatozyliSmy, ze tak nie jest.

Dwusieczne katow wewnetrznych trojkata

Wiemy juz, ze dwusieczne katow wewnetrznych wielokata o co najmniej 4 bokach nie
musza si¢ przecig¢ w jednym punkcie, o czym $wiadczy omawiamy wyzej przykiad.
W przypadku troéjkata jest jednak inaczej. Sformutujemy i udowodnimy nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie: o punkcie przeciecia dwusiecznych katow wewnetrznych trojkata

W dowolnym tréjkgcie dwusieczne wszystkich trzech katéw wewnetrznych przecinajg
sie w jednym punkcie.

Dowad

Wykazemy najpierw, ze dowolne dwie dwusieczne katow wewnetrznych trojkata
przecinajq sie.

Przypu$¢my przeciwnie, Ze dwusieczne d,, i dg katow odpowiednio BAC'i ABC nie
przecinaja si¢. Zatem bytyby one rownolegle.




B

Wtedy z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia o katach jednostronnych wynikatoby,
ze 5 + g = 1807, ale to oznaczaloby, ze o + 8 = 360°. To jest jednak niemozliwe, bo
a+f=180" — |[<ACB| < 180°.

Zatem przypuszczenie o tym, ze dwusieczne dwoch katow wewnetrznych trojkgta moga
sie nie przecina¢ prowadzi do sprzecznosci.

Tym samym jest ono nieprawdziwe.

Niech S oznacza punkt przeciecia dwusiecznych d,, i dg katow odpowiednio BAC'i
ABC trojkata ABC.




Poniewaz punkt S lezy na dwusiecznejd,, kata BAC, to z wlasno$ci dwusiecznejwynika,
ze odlegto$¢ tego punktu od ramion AB i AC jest jednakowa, czyli |SD| = |SE|, gdzie D
i E to punkty lezace na potprostych odpowiednio ABi AC tak,ze SD | ABi

SE 1 AC.

Punkt S lezy tez na dwusiecznejdg kata ABC, wiec jego odlegtosci od ramion BA i BC
sgrowne, czyli |SD| = |SF|, gdzie F to taki punkt lezgcy na ramieniu BC kata ABC, ze
SF 1 BC.Wykazaliémy wiec, ze |SD| = |SE| = |SF|, wiec w szczeg6lnosci

|SE| = |SF|. To jednak, z wlasnoéci dwusiecznej kata, oznacza, ze punkt S lezy na
dwusiecznejd, kata ACB.

To konczy dowdd.

Przeprowadzimy teraz konstrukcje punktu wspolnego dwusiecznych kgtow wewnetrznych
trojkata. Zauwazmy, co wynika z powyzszego twierdzenia, ze wystarczy wyznaczy¢ punkt
przeciecia dwoch sposrod trzech dwusiecznych. Rozwazmy tréjkat AC B. Skonstruujemy
dwusieczne katéw d, i dg katow odpowiednio BAC i ABC.

Opis konstrukcji:

e rysujemy tuki okregu o $rodku A i dowolnym promieniu r > 0 tak, zeby przeciety
ramiona kata w punktach K'i L;

 rysujemy tuki okregow o srodkach K i L i tym samym promieniu r > 0 tak, zeby
przeciely sie w punkcie M réznym od A;

« rysujemy potprostg AM. Jest to dwusieczna d, kata a.

;

Analogicznie przebiega konstrukcja dwusiecznejdg kata 8. Punkt wspoélny tych
dwusiecznych jest szukanym punktem wspolnym wszystkich dwusiecznych katow
wewnetrznych trojkata.
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Przyktad 2

Rozwazmy trojkat ABC, ktérego dwa katy majg miary |[<<BAC| = 50°, |<ABC| =T4".
Niech P bedzie punktem przecigcia sie¢ dwusiecznych katow wewnetrznych tego
trojkata. Wyznaczymy miary katow APB, BPC oraz APC.

C

Rozwigzanie:

W trojkacie APB mamy + |[<BAC| + |<APB| + +|<ABC| = 180", czyli
++50° + |<APB| + + - 74° = 180",

Stad |[<APB| = 180° — 25° — 37" = 118",

Poniewaz trzeci kat w trojkacie ABC ma miare:
|<<ACB| = 180" — |<BAC| — |<ABC| = 56", to w trojkacie APC mamy



L|4BAC| + |[<APC| + L|<ACB| = 180°, czyli L - 50° 4 |<APC| + %+ - 56° = 180",

Stad |[<APC| = 180" — 25° — 28" = 127"

Zatem miara kata BPC jest rowna |[<BPC| = 360" — 127" — 118" = 115".

Stownik
dwusieczna kata wewnetrznego tréjkata

dwusieczng kgta wewnetrznego trojkgta nazywamy potprosta, ktorej poczatkiem jest
wierzchotek trojkata i ktora dzieli kgt wewnetrzny trojkgta na dwa rowne katy. Niekiedy
dwusieczng kata wewnetrznego trojkata nazywamy odcinek tej dwusiecznej, ktérego
jednym koncem jest wierzchotek trojkata, a drugi koniec lezy na przeciwleglym boku
tego trojkata

wielokat opisany na okregu

wielokgtem opisanym na okregu nazywamy wielokat wypukly, ktorego kazdy bok jest
styczny do tego samego okregu, czyli wielokat wypukty, ktorego kazdy bok ma

z okregiem dokladnie jeden punkt wspolny niebedgcy wierzchotkiem tego wielokata



Aplet

Polecenie 1

Uruchom aplet. Obserwuj kolejne etapy konstrukcji dwusiecznych katéw wewnetrznych oraz
katow zewnetrznych tréjkata ABC.

Polecenie 2

Na podstawie obserwacji miar katéow, sformutuj i udowodnij hipoteze o katach utworzonych
miedzy dwusieczng kata zewnetrznego tréjkata i prosta zawierajgca dwusieczna kata

wewnetrznego, poprowadzong z tego samego wierzchotka.

Polecenie 3

Miary katow wewnetrznych tréjkata ABC sa odpowiednio réwne: a = 40°, 8 = 60" i
~ = 80°. Proste zawierajace dwusieczne katéw zewnetrznych tego tréjkata przecinaja sie
w punktach D, E, F', jak na rysunku. Wyznacz miary katow tréjkata DEF'.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Katy wewnetrzne tréjkata ABC maja miary: « = 40°, 8 = 60° i v = 80°. Wyznacz katy

miedzy dwusiecznymi katéw wewnetrznych tego tréjkata.
Cwiczenie 2 @)

Wyznacz miary katéw trojkata ABC, w ktorym dwa katy, jakie tworza dwusieczne jego katéw
wewnetrznych majg miary 124° oraz 140°.

Cwiczenie 3

Zaznacz poprawng odpowiedz. Miary katéw wewnetrznych trojkata ABC' maja sie do siebie
tak, jak 1 : 5 : 9. Stosunek miar katéw, jakie tworza dwusieczne jest rowny:

() 4:5:6

() 11:13:15

() 1:5:9

() 2:10:19

Cwiczenie 4



Cwiczenie 5

Zaznacz poprawng odpowiedz. Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktérym
|AC| = | BC|. Dwusieczne katéw zewnetrznych ABC'i BAC przecinaja sie pod katem 62°.
Kat ACB ma miare réowna:

O 62°
O 59°
O 31°

O 56°

Cwiczenie 6

W tréjkacie ABC poprowadzono dwusieczne katow przy jego podstawie AB. Miara kata
rozwartego, jaki utworzyty te dwusieczne jest trzy razy wieksza od miary kata wewnetrznego
ACB w tym tréjkacie. Oblicz miare kata ACB.

Cwiczenie 7 @

Dany jest tréjkat prostokatny ABC. Skonstruuj dwusieczne katéw ostrych tego tréjkata
i wykaz, ze kat rozwarty, jaki tworza te dwusieczne ma miare 135°.



Cwiczenie 8 @

Dany jest czworokat wypukty ABC D. Dwusieczne jego katow wewnetrznych przecinajg sie
w réznych punktach: F, F', GG, H, jak na rysunku.

Udowodnij, ze sumy miar przeciwlegtych katéw czworokata EF'G H s3 sobie rowne.
Utdéz w kolejnosci etapy dowodu.
Dowad:

Wtedy w szczegdlnosci, w trojkacie AEB mamy: |[<AEB| = 180° — %a — %ﬁ. =
Ale suma miar katéw wewnetrznych dowolnego czworokata wypuktego jest rowna R
360°, zatem 22 — 180°, 7
Poniewaz katy HEF' i AE B sa katami wierzchotkowymi, wiec .
|<HEF| = |<AEB| =180" — 1a — 15 v
Otrzymujemy wiec, ze: |[<HEF |+ |<HGF| = 360" — 180° = 180°. =
Oznaczmy miary katéw czworokata ABC'D odpowiednio: |[<<BAD| = «, .

<ABC| = 8,

<BCD| = v, |<ADC| = 6.

Poniewaz katy HGF'i CG D sa katami wierzchotkowymi, wiec



|<HGF| = |<CGD| = 180" — 5y — 4. v

Analogicznie, w tréjkacie CGD mamy: |[<CGD| = 180" — 3+ — 54. =
Sumujac miary katow H E'F' oraz HG F' dostajemy: R
(180° — Lo — 18) + (180° — 1y — L4) = 360" — 2500 v
Pozostaje ponownie przywotaé twierdzenie o sumie miar katéw wewnetrznych
czworokata wypuktego, by zapisa¢, ze: N
|<EHG|+ |[<GFE| =360" — (|<HEF|+ |<HGF|) = M
= 360" — 180° = 180°, co nalezato wykazac.

Uzupetnij dowdd taki, ze sumy miar przeciwlegtych katow czworokata EF' G H sa sobie

rowne.

Oznaczmy miary katéw czworokata ABC'D odpowiednio: |[<<BAD| = a, |<ABC| = §,

|<<BCD| =, |<ADC| = 4.
Wtedy w szczegdlnosci, w trojkacie AEB mamy: |[<AEB| = 180" — %a — %ﬂ.

|<HGF| = |<CGD| = 180" — 5v — +4.
Sumujac miary katow H E'F oraz HG F' dostajemy:
(180° — Lo — 18) + (180° — v — 14) = 360" — B0

zatem 22— 180°,

Pozostaje ponownie przywotac twierdzenie o sumie miar katéw wewnetrznych czworokata
wypuktego, by zapisa¢, ze: |[<EHG| + |<GFE| = 360° — (|[<HEF|+ |<HGF)|) =
= 360" — 180° = 180°, co nalezato wykazac.



[<CGD| =180° — v~ 34 || |[<HEF| + |<HGF| = 360" — 180° = 180°

AEBHHGFH360°]




Dla nauczyciela

Autor: Henryk Dgbrowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dwusieczne katow trojkata

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, klasa I lub II, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL Planimetria. Zakres podstawowy.

4) korzysta z wtasnosci katoéw i przekatnych w prostokatach, rownoleglobokach, rombach
i trapezach;

10) wskazuje podstawowe punkty szczegolne w tréjkacie: srodek okregu wpisanego
w trojkat, sSrodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz
korzysta z ich witasnosci;

12) przeprowadza dowody geometryczne.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

Cele operacyjne:

Uczen:

zna pojecie i stosuje wlasnosci dwusiecznej

przeprowadza konstrukcje dwusiecznej

przeprowadza dowod twierdzenia o punkcie przecigcia si¢ dwusiecznych katow
wewnetrznych trojkata

przeprowadza dowody geometryczne
Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e rozmowa nauczajaca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer; lekcje te¢ mozna przeprowadzi¢, majgc do dyspozycji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie pojecia dwusieczneji jej wtasnosci.

2. Nauczyciel formutuje problem dotyczgcy wyznaczenia miejsca geometrycznego
punktow, ktore sg sSrodkami okregow stycznych do ramion kata i tak steruje dyskusja,
by wspomniano o dwusieczne;j.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prezentuje rysunek trapezu opisanego na okregu i prosi o wyznaczenie
miary kata wyznaczonego przez konce ramion trapezu i srodek okregu wpisanego.
Prosi uczniow o jego rozwiazanie i uogoélnia otrzymany wynik.

2. Nauczyciel formutuje przykiad dotyczacy dwusiecznych katow wewnetrznych
rownolegltoboku. Ilustrujac to zagadnienie za pomocg apletu geogebry wczesniej przez
siebie przygotowanego, moze pokazac przyktady rownolegtobokow, w ktorych
dwusieczne nie beda wyznaczaty czworokata.

3. Nauczyciel poleca uruchomic¢ Aplet i prosi o szczego6lnie uwazne przeanalizowanie
konstrukcji dwusiecznych katéw wewnetrznych tréjkata i ich punktu wspoélnego.

4. Nastepnie formuluje twierdzenie - moze od razu podac¢ wersje 2. twierdzenia lub
zaczac, przez analogie z zadaniami dotyczacymi czworokatow, od wersji, w ktorej
zakladamy, ze punkt wspolny istnieje. Nastepnie wybrani uczniowie przeprowadzajg
dowod twierdzenia.

5. Nauczyciel proponuje przeprowadzi¢ konstrukcje punktu wspolnego dwusiecznych
danego trojkata — w ramach dowodu poprawnosci uczniowie odwotuja sie¢ do dowodu
twierdzenia.



6. Nauczyciel formutuje problem dotyczacy zaleznoSci miedzy miarami katow trojkata
i katow, jakie tworzg dwusieczne - wybrani uczniowie rozwigzujg problem na tablicy.
7. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujgc
umiejetnosci z réznych dziatlow matematyki.

Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byty omawiane w trakcie lekciji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zaje¢. Proponuje, by rozwigzujac ¢wiczenie 5 siegnac¢ do
dotaczonego apletu.

Materialy pomocnicze:
Dwusieczne kata
Wskazowki metodyczne:

Mozna zastosowa¢ w ramach powtorzenia przed sprawdzianem. Mozna wykorzystac przy
realizacji tematu o okregu wpisanym w trojkat.


https://epodreczniki.pl/a/dwusieczne-kata/D14fw3Im0

