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Katy miedzy ptaszczyznami w ostrostupach

-

Zrodto: Candy Zimmermann, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

W przestrzeni definiujemy roznego rodzaju katy. Pojecie kata dwusciennego (kata miedzy
plaszczyznami) jest jednym z czeSciej stosowanych w codziennym zyciu. Przy jego pomocy
definiuje si¢ na przyktad dlugos¢ geograficzng. Kgta dwusciennego uzywa sie rowniez

w budownictwie.

Zrédto: dostepny w internecie: www.pixabay.com, domena publiczna.

Mozemy tu zacytowac S. Przewlockiego - autora , Geodezji dla inZynierii Srodowiska’:



(( Dlugosé¢ geograficzna punktu P jest to kat dwuscienny, zawarty
pomiedzy ptaszczyzng przyjetego potudnika poczatkowego
(zerowego) a ptaszczyzng potudnika danego punktu P.

Aby obliczy¢ kat nachylenia dachu, wystarczy za$ wykorzysta¢ funkcje cyklometryczna
arcus tangens

als

)

W tym materiale poznasz katy miedzy ptaszczyznami w ostrostupach. Nauczysz sie

o= arctg(

zaznaczac i wykorzystywac katy miedzy jego poszczegolnymi Scianami.
Twoje cele

e Zaznaczysz odpowiednie katy miedzy ptaszczyznami w ostrostupach na podstawie
ich opisu stownego.

» Wyszukasz trojkaty zbudowane przez elementy ostrostupa, dzieki ktorym bedziesz
mogt okresli¢ miare odpowiedniego kata.

o Zastosujesz elementy trygonometrii do wyznaczania miar katow w przestrzeni.

» Okreslisz charakterystyke ostrostupa, ktorego wszystkie Sciany boczne sg nachylone
do ptaszczyzny podstawy pod tym samym katem.




Przeczytaj

Rozpoczniemy od omowienia dwoch podstawowych katow miedzy plaszczyznami,
charakterystycznych dla ostrostupow.

W tych wieloscianach wyr6zniamy dwa rodzaje Scian:

e podstawe,

e Sciane boczng.

Dlatego w ostrostupach mozemy definiowa¢ dwa rodzaje katow dwusciennych.
Pierwszym z nich jest kat miedzy ptaszczyzna podstawy ostrostupa a jego Sciana

boczng. Drugi kat, to kat miedzy dwiema sgsiednimi Scianami bocznymi ostrostupa.

Wykorzystaj ponizszy aplet, aby zaobserwowac, jak zaznaczy¢ w ostrostupie kat
liniowy kata dwusciennego miedzy plaszczyzna podstawy ostrostupa i ptaszczyzng
jego Sciany bocznej. Zmieniajgc aktywne okienko mozesz obserwowac kat miedzy

dwiema sasiednimi Scianami bocznymi ostrostupa.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a /Du2hLDctt

Pamietaj, ze powyzszy aplet przedstawia jedynie przyktadowy ostrostup. W zaleznosci
od rodzaju ostrostupa kat liniowy kata dwusciennego moze by¢ definiowany za
pomoca inaczej potozonych ramion. Najwazniejszym jest to, by zapamie¢tac, ze
ramiona takiego kata muszg by¢ prostopadle do prostej wspolnej dla ptaszczyzn
definiujacych kat dwusScienny.

Przyktad 1

Narysuj ostrostup prawidtowy czworokatny i zaznacz w nim kqt miedzy
plaszczyzng podstawy a $§ciang boczng ostrostupa. Wiedzgc, ze wysokos¢
ostrostupa jest trzy razy krotsza od wysokosci jego Sciany bocznej, oblicz miare

kata liniowego zaznaczonego kata dwusciennego.

Rozwigzanie:

Zaczniemy oczywiscie od rysunku:

Aby zaznaczy¢ kat miedzy ptaszczyzna podstawy a ptaszczyzng Sciany bocznej

ostrostupa, okreslamy najpierw prosta wspolng dla tych dwoch plaszczyzn.



https://zpe.gov.pl/a/Du2hLDctt
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Dla $ciany bocznej BCW jest to oczywiScie prosta BC.

Kat liniowy naszego kata dwusciennego mozna zatem zaznaczyc¢ jako kat miedzy
wysokoscig Sciany bocznej prostopadty do krawedzi podstawy ostrostupa
a odcinkiem podstawy SF prostopadlym do tej samej krawedzi.

Aby wyznaczy¢ miare tego kata wystarczy wykorzystac¢ definicje funkcji
trygonometrycznej sinus w trdjkacie prostokgtnym W SF:

% =sin«o
0,3333 =~ sin «

Wykorzystujac tablice matematyczne mozemy podac juz miare kata, o ktory
pytaja w zadaniu: |[{WFS| ~ 19°. Odpowiedz jest przyblizona ze wzgledu na

wykorzystanie tablic trygonometrycznych.

W zadaniach nie zawsze nalezy obliczy¢ miare kata dwusSciennego. Niekiedy podaje si¢

pewien kat w celu zdefiniowania ostrostupa i dzigki tej informacji oblicza dlugosci
elementOw ostrostupa. Najistotniejszg czescig rozwigzania jest wtedy poprawne

zaznaczenie opisanego w tresci kata dwusciennego.

Przyktad 2

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym ABCDW o podstawie ABCD
krawedz podstawy AB jest rowna 15, a kgt miedzy sasiednimi Scianami bocznymi
ostrostupa ma miare 120°. Oblicz sume¢ dlugosci wszystkich krawedzi tego

ostrostupa.

Rozwigzanie:
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Zacznijmy ponownie od rysunku bryty.

W przypadku ostrostupa prawidlowego wszystkie Sciany boczne s3 przystajacymi

trojkatami rownoramiennymi.
Stad dtugo$ci wysoko$ci BG oraz DG $cian bocznych sg identyczne.

Poniewaz dodatkowo przekatna kwadratu ABC'D o boku dtugos$ci 15 to odcinek
BD o diugosci 154/2, mozemy wykorzysta¢ twierdzenie cosinusow, by obliczy¢

opisang wczesniej wysokos¢ Sciany boczne;.

Wykorzystamy twierdzenie cosinuséw w tréjkacie DG B:

IBD|> = 2%+ 22 —2-z-x-cos {DGB
2
<15\/§) = 222 — 222 cos 120°

450 = 222 + 222 cos60°

450 = 2z% + 227 - &
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Zauwazmy teraz, ze trojkat SGC jest podobny do tréojkata W.SC.

Istotnie, oba sg trojkatami prostokgtnymi o wspolnym kacie ostrym przy
wierzchotku C.

Wystarczy zatem obliczy¢ dlugo$¢ odcinka G'S i potem GC, aby wyznaczy¢
dtugosc¢ krawedzi bocznej ostrostupa.

Dlugo$¢ G 'S obliczymy z trojkata prostokatnego GSB:

|BS| _ . 120°
TGS =85
Teri tg 60

15vV2

2]GS| — V3
2v/3|GS| = 15v/2
GS| = 12

GS| = 155

Rozpatrzmy teraz tylko cze$¢ przekroju ostrostupa, trojkat W.SC



S C
W tym tréjkacie znamy |GS| = 156—*/6 oraz |SC| = %ﬁ
Z twierdzenia Pitagorasa mozemy obliczy¢ dlugos¢ GC:

|GC|* =1SC|* - |GS|?
co = ()"~ (%)’

|GC|2=& _ 225

2 6
GC|® = 43
|GC| = V75
|GC| = 5v/3.

Ostatecznie wykorzystujac podobienstwo trojkatow SGC oraz W SC mozemy
obliczy¢ dlugos¢ krawedzi bocznej CW ostrostupa:

iGe| _ |sc|
Eeeay




CW| = 'é%i
oW = (573)
oW = 555
cW| = 25
ow| = 155,

Zgodnie z poleceniem, mamy obliczy¢ sume wszystkich krawedzi ostrostupa.
Poniewaz ostrostup czworokatny ma cztery krawedzie podstawy i cztery

krawedzie boczne, otrzymujemy ostateczny wynik:

s=4-15+4. 125 — 604303

Zaznaczanie katow miedzy plaszczyznami w ostrostupach prawidtowych jest dos¢
powtarzalne. Po rozwigzaniu kilku zadan mozna zauwazy¢, ze kat miedzy Scianami
bocznymi, to kgt miedzy wysokosSciami $cian bocznych opuszczonymi na wspolng
krawedz tych $cian. Analogicznie kat miedzy podstawg a Sciang boczng, to kat miedzy
wysokoscig Sciany bocznej opuszczong na krawedz podstawy a odpowiednim
odcinkiem podstawy. Jednak nie zawsze mamy do czynienia z ostrostupami
prawidtowymi. W rozwigzaniu niektorych zadan szczeg6lng uwage musimy
przywiazac do analizy wlasnosci ostrostupa, aby poprawnie zaznaczy¢ kat

dwuscienny.

Przyktad 3

Podstawa ostrostupa jest czworokat ABC D. Wszystkie $ciany boczne sg
nachylone do ptaszczyzny podstawy pod katem a. Uzasadnij, ze spodek wysokoSci
tego ostrostupa pokrywa si¢ z punktem przeciecia sie dwusiecznych katow
wewnetrznych danego czworokata.




Rozwigzanie:

Zacznijmy od rysunku:

Przeanalizujemy najpierw kat nachylenia §ciany bocznej ADW do podstawy

ostrostupa.
Wspolng prosta dla plaszczyzn zawierajacych te Sciany jest prosta AD.

Prowadzimy plaszczyzne zawierajacg wysokos¢ W S ostrostupa, prostopadia do
prostej AD.

Jezeli punkt S bedzie spodkiem wysoko$ci ostrostupa, to otrzymujemy odcinek
SM prostopadly do boku AD czworokata podstawy oraz odcinek MW na $cianie

boczne;.

Mamy zatem trojkat prostokatny W.SM, ktérego kat wewnetrzny SMW jest
katem liniowym kgta dwusSciennego miedzy ptaszczyzng podstawy i Sciang boczng
ADW ostrostupa.

Wynika stad, ze tg o = %
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Analogicznie postepujemy dla kolejnych Scian bocznych ostrostupa i otrzymujemy

podobny wynik.

Jedyng zmienng w powyzszej rownosci jest punkt M, ktory bedzie definiowany
kolejno jako N, O, P i nalezal do kolejnych krawedzi podstawy ostrostupa.

Na rysunku sytuacje mozemy przedstawic nastepujgco:

w

A

Dowodzi to, ze spodek wysokosci ostrostupa znajduje si¢ w rownej odlegtosci od
wszystkich bokoéw czworokata ABCD i odleglo$¢ ta jest rowna

IMS| = |NS| = |08] = |PS| = X2

tga -

Oznacza to, ze do czworokata mozna wpisac¢ okrag (istnieje punkt rowno odlegly

od wszystkich bokow czworokata). Jak wiadomo, Srodek tego okregu jest punktem

przeciecia dwusiecznych katow wewnetrznych czworokata.

Rozwigzanie ostatniego przyktadu wymagato bezposrednio znajomosci definicji kata

dwusciennego.

Warto zauwazyc¢, ze podobnie dowodzi si¢ ogolniejsze twierdzenie:



Twierdzenie: Warunek dla ostrostupa o statym kacie nachylenia $cian bocznych do

ptaszczyzny podstawy

W ostrostupie wypuklym spodek wysokosci jest sSrodkiem okregu wpisanego
w podstawe wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie Sciany boczne tego ostrostupa sg

nachylone pod tym samym katem do plaszczyzny podstawy.

Twierdzenie to jest czesto wykorzystywane do rozwigzywania zadan ze stereometrii.

Przyktad 4

Podstawa ostrostupa jest trapez rownoramienny ABC D, w ktorym |AB| = a,
|CD| = b. Wszystkie $ciany boczne tego ostrostupa sg nachylone do plaszczyzny

podstawy pod tym samym katem a. Uzasadnij, ze wysokoS¢ tego ostrostupa

wyraza si¢ wzorem H = \/2“_(’ tga.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia dla ostrostupa:

Poniewaz wszystkie Sciany boczne sg nachylone do podstawy pod tym samym

katem, to w podstawe ostrostupa mozna wpisac okrag, a spodek wysokosci




ostrostupa jest srodkiem tego okregu.

Przeanalizujmy zatem sama podstawe ostrostupa:

Z warunku czworokata opisanego na okregu wynika, ze suma ramion m trapezu

jest rowna sumie jego podstaw, stad:

2m=a+ b
m—

Jezeli zauwazymy teraz, ze gdy podstawa AB trapezu ma dlugo$¢ a oraz odcinek
EF tej podstawy ma dtugos$c b, to z faktu, Ze trapez jest rOwnoramienny wynika,
ze odcinek AF trapezu ABCD ma dhugo$¢ 452

Mozemy wykorzystac¢ twierdzenie Pitagorasa dla trojkgta AED, by obliczy¢
wysokos¢ h trapezu:

e () = ()

h2 — a’4+2ab+b*—a?+2ab—b?
- 4



Promien okregu wpisanego w trapez jest potowa jego wysokosci, zatem:

Vab
2

Ostatecznie wykorzystujac w ostrostupie trojkat WS M otrzymujemy diugo$¢

wysokosci ostrostupa:

% =tga

H=r-tga

H = \/f_btga.
Stownik

kat miedzy ptaszczyznami (kat dwuscienny)

kazda z dwoch czesci przestrzeni, na jakie dzielg jg dwie potptaszczyzny,
nazywane Scianami kata dwusciennego, majace wspolna krawedz nazywang

krawedzig kata dwusciennego, wraz z punktami kazdej potptaszczyzny

kat liniowy kata dwusciennego

katem liniowym kata dwu$ciennego nazywa si¢ kat plaski bedgcy czescig wspolna

tego kata dwusSciennego oraz ptaszczyzny prostopadtej do jego krawedzi

miara kata liniowego kata dwusciennego

miarg kata dwusSciennego nazywa si¢ miare jego dowolnego kata liniowego

(wszystkie sg przystajace)

twierdzenie cosinusow

twierdzenie okreslajgce zwigzek miedzy katem wewnetrznym trojkata i bokami

tego trojkata:




w dowolnym trojkacie kwadrat diugosci jednego z bokow jest rowny sumie
kwadratow diugosci pozostatych dwoéch bokow pomniejszonej o podwojony

iloczyn tych bokow i cosinusa kata miedzy nimi zawartego

ostrostup prawidtowy

ostrostupem prawidlowym nazywamy taki ostrostup prosty, ktorego podstawa

jest wielokatem foremnym



Animacja 3D

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizsza animacja. Prezentuje ona réznego rodzaju katy miedzy
ptaszczyznami w ostrostupie. Obserwuj, jak definiowac zaznaczone w bryle katy oraz
jak samodzielnie zaznacza¢ katy, dla ktérych podano opis stowny. Po zapoznaniu sie

z materiatem, sprébuj rozwigzac ¢wiczenia problemowe umieszczone pod animacja.

Wystapit btad

Film nawigzujacy do treSci materiatu dotyczgcej kata miedzy plaszczyznami

w ostrostupach.

Polecenie 2
Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny. Potacz w pary te opisy, ktére definiujg

ten sam kat w przestrzeni.

o - Kat miedzy wysokoscig Sciany bocznej ostrostupa a wysokoscig ostrostupa.

B - Kat miedzy wysokoscig Sciany bocznej ostrostupa a krawedzig boczng ostrostupa.

v - Kat miedzy wysokosciami scian bocznych ostrostupa opuszczonymi na ich wspolng

krawedz.

¢ - Kat miedzy sasiednimi $cianami bocznymi ostrostupa.

€ - Kat miedzy sciang boczng ostrostupa a ptaszczyzng prostopadta do jego podstawy

zawierajaca wierzchotek ostrostupa.

Polecenie 3


https://zpe.gov.pl/a/De3FPcPer

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: & ) @

Cwiczenie 1 @)
W szescianie o krawedzi a potaczono wierzchotki podstawy dolnej z jednym

z wierzchotkdw podstawy gérnej otrzymujac ostrostup ABCDS.

Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 O

W ostrostupie prawidtowym trojkagtnym pole powierzchni sciany bocznej wynosi
18 cm?, a krawedz podstawy ma dtugosc¢ 24/2 cm. Cosinus kata zawartego miedzy
dwiema $cianami bocznymi jest rowny 0, 75. Oblicz dtugo$¢ krawedzi bocznej tego

ostrostupa.




Cwiczenie 7 @
W ostrostupie prawidtowym szesciokatnym o krawedzi podstawy dtugosci 16 kat
nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy ma miare 30°. Oblicz dtugos$c

krawedzi bocznej ostrostupa.

Cwiczenie 8 @
Podstawg ostrostupa jest prostokat o polu 9 dm?. Dwie $ciany boczne ostrostupa sa
prostopadte do ptaszczyzny podstawy, a dwie pozostate Sciany boczne sg nachylone do

ptaszczyzny podstawy pod katami 5 oraz ¢ . Oblicz wysoko$c¢ ostrostupa.
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Dla nauczyciela

Autor: Bozena Koprowska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Katy miedzy plaszczyznami w ostroslupach

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

4) rozpoznaje w walcach i w stozkach kat miedzy odcinkami oraz kat miedzy odcinkami
i ptaszczyznami (np. kgt rozwarcia stozka, kat miedzy tworzacg a podstawa), oblicza miary
tych katow;

6) oblicza objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozpoznaje w ostrostupach opisane katy miedzy ptaszczyznami

e rozpoznaje w ostrostupach podstawowe jego elementy (np. wysokos$¢ ostrostupa,
wysokos¢ Sciany bocznej ostrostupa, spodek wysokosci ostrostupa)

e nazywa zaznaczone w ostrostupie katy, uzywajac nazw elementow ostrostupa

e przeprowadza proste rozumowanie pomagajace ustali¢ strategie rozwiazania zadania

Strategie nauczania:



« konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

e pokaz
o dyskusja

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» modele ostrostupow

» komputer z gloSnikami i dostepem do Internetu
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale

» projektor multimedialny/tablica interaktywna

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

» Nauczyciel prosi uczniow o przypomnienie pojecia kgta dwusciennego. Jezeli
uczniowie maja problem z prawidlowym wypowiedzeniem definicji, wspoélnie uzywajac
modeli ostrostupow definiuja pojecie kata miedzy dwiema plaszczyznami.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel rozpoczyna lekcje od animacji prezentujacej katy w ostrostupach z czesci
»Przeczytaj”. Uczniowie wspolnie dyskutujg, na co nalezy zwroci¢ uwage tworzac szkic
bryty i jak zaznacza¢ w ostrostupach katy miedzy ptaszczyznami.

2. Nauczyciel wspolnie z klasg analizuje Przyklad 1z czeSci ,Przeczytaj’. Jeszcze raz
wyjasnia pojecie kata miedzy Scianami wieloScianu.

3. Nauczyciel dzieli klas¢ na grupy. Kazdej grupie przekazuje model ostrostupa
czworokatnego, ktorego Sciany boczne sg nachylone do ptaszczyzny podstawy pod tym
samym katem. Uczniowie zaznaczaja te katy na modelu i w grupach stawiaja hipotezy,
z jakim punktem pokrywa sie spodek wysokosci ostrostupa.

4. Uczniowie dyskutuja na forum rezultaty swojej pracy. Wspolnie rozwiazujg Przyktad 3
z czesci ,Przeczytaj”

5. Ponownie w grupach uczniowie rozwiazuja Przykiad 4 z czesci ,,Przeczytaj’. W razie
problemow nauczyciel pozwala im na wykorzystanie rozwigzania ze strony e-
podreczniki.

Faza podsumowujaca:



1. Uczniowie notuja warunek dla ostrostupa o statym kacie nachylenia $cian bocznych do
plaszczyzny podstawy.

2. Nauczyciel podsumowuje lekcje, przypominajgc zasady zaznaczania katow miedzy
Scianami w ostrostupach.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca uczniom wykorzystanie cze$ci multimedialnejlekcji. Prosi o wykonanie
pracy umieszczonejw pytaniach pod multimediami.

Materialy pomocnicze:

Katy pomiedzy ptaszczyznami i prostymi oraz pomi¢dzy ptaszczyznami w ostrostupie
prawidlowym czworokatnym

Wskazowki metodyczne:

Animacije z czeSci multimedialnej mozna wykorzysta¢ w pierwszej czesci lekcji, zastepujac
metode burzy mozgow prezentacja animaciji i jej omowieniem z uczniami.
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