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Zrédto: dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

W siedemanstowiecznej Francji bardzo popularna byta gra w kosci. Grali w nig wszyscy -
zeglarze, zolierze, arystokraci i zawodowi hazardzisci. Jednym z nich byt Antoine
Gombaud, znany jako Chevalier de Mére, ekstrawagancki pisarz, matematyk — amator. Jak
kazdy hazardzista, chciat znalez¢ pewny sposob na wygrang. W przeciwienstwie do
wiekszosci graczy, prowadzit systematyczne obserwacje wyrzucanych liczb oczek.
Zauwazyl, ze szansa wypadniecia kazdej z szeSciu liczb oczek na kostce jest taka

sama. Zatem szansa uzyskania szostki w jednym rzucie wynosi 1 : 6. Czyli w czterech
rzutach szansa uzyskania szostki bedzie czterokrotnie wieksza, czyli wynosi 4 : 6.
Wyciagnal wiec wniosek, ze gdyby rozegra¢ wystarczajaca liczbe gier, sukces bedzie
zapewniony. Gombaud co prawda zarobil na grze w ko$ci mnostwo pieniedzy, ale jak sie
okazuje powyzsze rozumowanie nie bylto stuszne i w tym przypadku czekaty go
nieprzyjemne niespodzianki...



Pieter Quast
Zotnierze graja w kosci (1643 r.)

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, domena publiczna.

Niemniejjednak jego zmagania z hazardem zaowocowaty obfitg korespondencja ze znanym
owczesnym matematykiem B. Pascalem, a dyskusje korespondencyjne zapoczatkowaty
rozwoéj nowej galezi matematyki, zwanejrachunkiem prawdopodobienstwa.

Jesli zapoznasz si¢ z treSciami zawartymi w tym materiale, poznasz jedng z definiciji
okreslajgcych prawdopodobienstwo, a takze dowiesz sig, jaki problem spedzat sen z oczu
wspomnianemu wyzej kawalerowi de Méré.

Twoje cele

Obliczysz czestos¢ danego zdarzenia.

Zbudujesz aksjomatyczng definicje prawdopodobienstwa.

Okreslisz rozktad prawdopodobienstwa w danym doswiadczeniu losowym.
Obliczysz prawdopodobienstwo zdarzenia.




Przeczytaj

Czestos¢ zdarzenia

Praktycznym wymiarem rachunku prawdopodobienstwa jest dostarczenie metod
okreslenia, jak czesto zajdzie dane zdarzenie. Prawdopodobienstwo mozna wiec uznac za
liczbowg charakterystyke mozliwosci zajScia zdarzenia losowego w warunkach
nieskonczonej powtarzalnosci.

Zatem prawdopodobienstwo bedziemy okreslac tylko dla doswiadczen, ktore mozna
powtarza¢ dowolng liczbe razy.

Wazne!

Jesli wéréd n powtarzalnych doswiadczen dany wynik pojawia sie krazy (k < n, k € N,
n € N,), to liczbe % nazwiemy czestoscig tego wyniku.

Dla niektorych doswiadczen losowych ich czestos¢, przy duzejliczbie doswiadczen,
koncentruje si¢ wokot pewnejliczby. Intuicyjnie mozna wiec okresli¢
prawdopodobienstwo, jako liczbe, wokot ktorej stabilizuje sie czestos¢. Rachunek
prawdopodobienstwa dotyczy wiec zdarzen wystepujacych w powtarzalnych
doswiadczeniach, o stabilizujacej si¢ czestosci, wraz ze wzrostem liczby powtorzen
doswiadczenia.

Kazdemu takiemu zdarzeniu A mozna wiec przyporzadkowac pewng liczbe P(A),
okreslajacg szanse zajScia tego zdarzenia w pojedynczym do$wiadczeniu. Przy czym liczba
P(A) musi by¢ tak zdefiniowana, aby w dostatecznie dtugim ciggu powtorzen tego samego
doswiadczenia losowego, przeprowadzonego w tych samych warunkach, czestos¢
pojawienia si¢ zdarzenia A zblizala si¢ nieograniczenie do tej samejliczby.

Ustalimy teraz kilka wtasnosci czestosci, ktore pomoga nam zdefiniowac
prawdopodobienstwo.

e Zdarzenie pewne zachodzi zawsze, wiec czestos¢ tego zdarzenia jest rowna 1.

e Zdarzenie niemozliwe nie zachodzi nigdy, wiec jego czestos¢ jest rowna 0.

o CzestoSc zajscia danego zdarzenia elementarnego jest wiec zawsze liczba nieujemng
i nie wieksza od 1.

o Jedli zdarzenia A i B sa roztgczne, AN B = (), to nie ma zdarzen elementarnych
sprzyjajacych jednoczesnie tym zdarzeniom. Zatem czestos¢ zajScia zdarzenia A U B
bedzie réwna sumie zajScia zdarzenia A i zajScia zdarzenia B.

Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa



Opierajac sie¢ na zaobserwowanych prawidtowosciach, w 1933 r. uczony rosyjski Andriej
Kotmogorow podat definicje, zwang aksjomatyczng definicjg prawdopodobienstwa.

Andriej Nikotajewicz Kotmogorow
AHpOpén Hukonaesmny Konmoropos
Zrédto: Konrad Jacobs, dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, licencja: CC BY-SA 2.0.

Definicja: Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa

Niech €2 bedzie skoniczong przestrzenig zdarzen elementarnych. Prawdopodobienstwem
okreslonym na tej przestrzeni zdarzen elementarnych nazywamy funkcje P, ktora
kazdemu zdarzeniu A, takiemu ze A C €2 przyporzadkowuje liczbe rzeczywistag P(A)
spetniajgca warunki:

. P(A) >0,

. P(Q) =1,
e jedliBC Qi ANB=0toP(AUB) = P(A) + P(B).

Liczbe P(A) nazywamy prawdopodobienstwem zaj$cia zdarzenia A.

Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa nie jest zbyt wygodna w zastosowaniach
praktycznych, gdyz nie okresla doktadnie ani wyboru zbioru zdarzen elementarnych, ani
nie okresla w sposob jednoznaczny funkcji przyporzadkowujgcej zdarzeniom liczby
rzeczywiste (takich funkcji moze byc¢ wiele). Z definicji nie wynika tez w jaki sposob nalezy
liczy¢ prawdopodobienstwo poszczegolnych zdarzen.

Rozktad prawdopodobienstwa

| Przyktad 1
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Na stole lezy 10 kartek. Na kazdej kartce zapisane jest jedno pytanie. Na czterech
kartkach s3 pytania z algebry, a na szeSciu z geometrii. Uczen losuje jedno pytanie.

Przyjmijmy, ze prawdopodobienstwa wylosowania pytan z algebry i geometrii sa
proporcjonalne do liczby pytan z tych dziedzin matematyki. Mozliwe wyniki losowania
i ich prawdopodobienstwa przedstawia tabela.

Pytanie Algebra Geometria

. 4 6
prawdopodobienstwo T -

Mowimy, ze w tabeli podaliSmy rozklad prawdopodobienstwa.
Definicja: Rozktad prawdopodobienistwa

Niech Q@ = {wy, ws, ..., w,} bedzie zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych
(wynikéw) pewnego doswiadczenia losowego. Kazdemu wynikowi w; (1 < ¢ < n)
przyporzadkowujemy nieujemng liczbe p; tak, aby spetniony byt warunek

p1+pat...+p, =1
Liczba p; to prawdopodobienstwo zdarzenia w;.
Mowimy, ze na przestrzeni 2 zostat okreslony rozklad prawdopodobienstwa.
Przyktad 2

Doswiadczenie polega na rzucie kostk, na Sciankach ktorej zapisane sa liczby 1, 1, 2, 2, 2
, O.

Okreslimy rozklad prawdopodobienstwa w tym doswiadczeniu.
Q = {wy, wy, w3}, gdzie:

w; - otrzymanie jedynki,

wy — otrzymanie dwojki,

w3 — otrzymanie pigtki.

Zatem:

p(wi) = 3,
p(w2) = 3,
pws) = %

Wynik rzutu (w;) 1 2 5



Prawdopodobienstwo p(w;) = 2 5
plwr) +p(ws) +p(wy) = § +§ + 5 =1
Znajgc rozklad prawdopodobienstwa na zbiorze mozliwych wynikow (2, mozemy
zdefiniowa¢ prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia A C (.
Definicja: Prawdopodobienstwo zdarzenia
Niech A C Qi A = {w, ws, ..., wg}. Prawdopodobienstwem P(A) zdarzenia A

nazywamy sume prawdopodobienstw zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A.
P(A) = p1 + pat- - - +ps

Zauwazmy, ze 0 < P(A) < 1.

Przyktad 3

W tabeli przedstawiony jest rozktad prawdopodobienstwa do$wiadczenia losowego
polegajacego na rzucie niesymetryczng kostkg do gry.

w; 1 2 3 4 ) 6

) 1 2 1 1 1 1
pi 18 9 3 9 6 9

Obliczymy prawdopodobienstwo wyrzucenia liczby oczek, bedgcejliczba pierwsza.

Oznaczmy:
A - zdarzenie polegajace na wyrzuceniu liczby oczek, bedgcejliczba pierwsza.

Wtedy A = {2, 3, 5}.

PU=F+§+ 4= 45— §

OdpowiedZ:

Prawdopodobienstwo wyrzucenia liczby oczek, bedacejliczba pierwszg jest rowne %.
Przyktad 4

Rzucamy dwa razy symetryczng moneta.

Rozpatrujemy doswiadczenie, ktorego wynikiem jest liczba wyrzuconych ortow.

W tym doSwiadczeniu:

Q= {0, 1, 2}

Rozktad prawdopodobienstwa:



Liczba ortow 0 1 2
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Prawdopodobienstwo

Obliczymy prawdopodobienstwo zdarzenia: A - wypad! co najmniejjeden orzetl.

PA)=%2+1=1%

Odpowiedz:

Prawdopodobienstwo, ze co najmniejraz wypad! orzet jest rowne %.

Stownik
aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa

niech (2 bedzie skoficzona przestrzenig zdarzen elementarnych; prawdopodobienstwem
okreslonym na tej przestrzeni zdarzen elementarnych nazywamy funkcje P, ktora
kazdemu zdarzeniu A, takiemu ze A C 2 przyporzadkowuje liczbe rzeczywista P(A)
spetniajgca warunki:

. P(4)>0

. P(Q) =1
e jesliBCQiANB=0toP(AUB)=P(A)+ P(B)




Infografika

Polecenie 1

By¢ moze nigdy nie zdarzyto Ci sie gra¢ w kosci, ale mozesz mi wierzy¢ - ta gra byta przez kilka
stuleci pasjonujgca rozrywka nie tylko dla zawodowych graczy. Wybitne umysty europejskie
poszukiwaty odpowiedzi na pytanie Jak grac, Zzeby wygrac? Wiemy juz, ze jednym z nich

byt Francus Antoine Gombaud.

Wiemy tez, ze Antoine Gombaud uwazat, iz szansa wyrzucenia co najmniej jednej széstki przy

czterech rzutach kostka wynosi: 4 - % = %. A poniewaz wykorzystywat jedynie ,regute

trzech”, doszedt do wniosku, ze jesli dorzuci jedng kostke i bedzie stawiat na podwdéjng széstke
przy rzucie dwiema kostkami, to szansa na wygrang bedzie taka sama jak w poprzednim
przypadku. Bowiem dodatkowa kostka to 6 razy wiecej mozliwoséci. Zeby jednak szansa na

wygrang nie zmniejszyta sie, powinien rzucac 6 razy dtuzej, czyli 24 razy. Wyliczyt zatem takie

samo prawdopodobienstwo: 24 - % = %. Rozumowanie to nie jest jednak poprawne.

Dlaczego - pozostawiamy Twojej dociekliwosci.

Na razie podamy prostszy przyktad innego btednego rozumowania, opartego na dociekaniach

kawalera de’Mere.

Problem kawalera de'Mere

Rzucamy trzema kostkami do gry i dodajemy liczby oczek,
ktore wypadty na kostkach. Twierdzimy, ze suma oczek réwna 11
bedzie tak samo czesto wypadata, jak suma oczek rownal2.

Uzasadnienie
Przy rzucie trzema kostkami sume oczek rowng 11
mozna otrzymac szescioma sposobami.

Przy rzucie trzema kostkami sume oczek réwng 12
mozna otrzymac tez szescioma sposobami.

Jednak nie mamy racji. Dlaczego?
Wazne jest wigc nie tylko jakie liczby oczek wypadty, ale tez na ktérych kostkach.

Zajsciu zdarzenia polegajgcego na otrzymaniu sumy oczek rownej 11
sprzyja 27 wynikow.

Zajsciu zdarzenia polegajgcego na otrzymaniu sumy oczek rownej 12
sprzyja 25 wynikow.

Zatem szansa wypadniecia sumy oczek réownej 11
jest wieksza niz szansa wypadniecia sumy oczek rownej 12.



Problem kawalera de'Mere

Rzucamy trzema kostkami do gry i dodajemy liczby oczek,
ktére wypadty na kostkach. Twierdzimy, ze suma oczek réwna 11
bedzie tak samo czesto wypadata, jak suma oczek réwna12.

Uzasadnienie
Przy rzucie trzema kostkami sume oczek rowng 11
mozna otrzymac szescioma sposobami.

Przy rzucie trzema kostkami sume oczek réwng 12
mozna otrzymacd tez szescioma sposobami.

Jednak nie mamy racji. Dlaczego?
Wazne jest wiec nie tylko jakie liczby oczek wypadty, ale tez na ktérych kostkach.

I Zajsciu zdarzenia polegajgcego na otrzymaniu sumy oczek réwnej 11
sprzyja 27 wynikow.

I Zajsciu zdarzenia polegajgcego na otrzymaniu sumy oczek réwnej 12
sprzyja 25 wynikéw.

Zatem szansa wypadniecia sumy oczek réwnej 11
jest wieksza niz szansa wypadniecia sumy oczek réwnej 12.

1.11=1+4+6

11=1+5+5
11=2+4+5
11=2+3+6
11=3+4+14
11=3+3+5
2.12=1+5+6
12=2+5+5
12=2+4+6
12=3+3+6
12=3+4+5
12=4+4+14

3. {audio}Bowiem traktujemy kostki jako nierozroznialne. Okazuje si¢ jednak, ze rzucajac
kilkoma kostkami koniecznie nalezy je rozrozni¢, czego nie zrobiliSmy powyzej.

4. Na przyktad ponizsze wyniki s rozne.

5.3-3!'4+3-3=27

6.3-3!+2-34+1=25



Polecenie 2

Rzucamy dwiema kostkami do gry i dodajemy liczby oczek, ktére wypadty na kostkach. Czy
czesciej wypadnie suma oczek rowna 5 czy 9? OdpowiedzZ uzasadnij.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Rzucono niesymetryczng kostka. Prawdopodobienstwo otrzymania danej liczby oczek wpisano
do tabelki.

Liczba oczek 1 2 3 4 5 6

Prawdopodobienstwo
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Woynika z tego, ze prawdopodobienstwo otrzymania liczby oczek wiekszej od 4 jest rowne:
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Cwiczenie 2 @)

Dany jest zbior zdarzen elementarnych = {wy, wsy, ws, wy}. Ponadto: p(wy) = 2p(w1);
2p(w2) = p(ws3); p(wr) = % Wynika z tego, ze:

O plws) = &
O plwn) = 5
O plws) = £
O plwz) = £
Cwiczenie 3

W pudetku znajduja sie trzy kule biate (b), dwie kule ztote (2) i pie¢ kul rézowych (r).
Doswiadczenie losowe polega na zaobserwowaniu koloru wylosowanej kuli. Uzupetnij tabelke
rozktadu prawdopodobienstwa w tym zdarzeniu. Wpisz odpowiednie utamki dziesietne.

Wynik losowania Prawdopodobienstwo

b

z




Cwiczenie 4
Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Prawdopodobienstwo zajscia danego zdarzenia A jest zawsze mniejsze od 1.

0 Pojecie prawdopodobienstwa zajscia zdarzenia A to teoretyczny odpowiednik
czestosci zajscia tego zdarzenia.

0 Przy jednokrotnym rzucie monetg wypadniecie orata lub reszki to zdarzenia
jednakowo prawdopodobne.

0 Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A jest iloczynem prawdopodobienstw
zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A.

Cwiczenie 5
Cwiczenie 6

Dany jest zbior zdarzen elementarnych Q = {wy, ws}.
Potacz w pary prawdopodobienstwa zdarzen w; (lewa kolumna) i wy (prawa kolumna).

t 12
11 20
1 1
3 4
2 3
5 33
6 16
8 24

Cwiczenie 7

Pewna szescienna kostka do gry jest tak skonstruowana, ze prawdopodobienstwo
wypadniecia kazdej $ciany jest proporcjonalne do liczby oczek zapisanych na tej Scianie.
Znajdz prawdopodobienstwo wyrzucenia 3 lub 5 oczek.



Cwiczenie 8 @

Rzucamy dwiema szesciennymi kostkami do gry. Gdy suma liczb otrzymanych oczek na obu
kostkach jest rowna 5, wygrywa gracz A. Gdy suma liczb otrzymanych oczek na obu kostkach
jest rowna 10, wygrywa gracz B.

Gracz A twierdzi, ze szanse wygranej dla kazdego z nich sg réwne, bo
5=4+1= 3+ 2 - dwie mozliwosci,
10 =6+ 4 = 5+ 5 - dwie mozliwosci.

Czy gracz A ma racje? Uzasadnij odpowiedz.



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Pojecie prawdopodobienstwa

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony, klasa III lub IV
Podstawa programowa:

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Zakres podstawowy.
Uczen:

1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:

Uczen:

oblicza cz¢stos¢ danego zdarzenia

buduje aksjomatyczng definicj¢ prawdopodobienstwa

okresla rozktad prawdopodobienstwa w danym doSwiadczeniu losowym

oblicza prawdopodobienstwo zdarzenia
Strategie nauczania:

o konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

» symulacja doswiadczalna
o oszukaj oszusta



Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
» szeScienne kostki do gry, monety, niesymetryczne kostki do gry

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Jeden z uczniéw prezentuje (przygotowany wczesniejw domu) materiat przyblizajgcy
posta¢ A. Gombauda, z podkresleniem jego zwigzkow z rozwojem rachunku
prawdopodobienstwa.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalaja kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w matych grupach metoda symulacji doswiadczalnej. Wykonuja
rzuty kostkami do gry, zapisuja wyniki. Na ich podstawie ustalajg wtasnoSci czestosci
zdarzen i budujg wlasng, intuicyjng definicj¢ prawdopodobienstwa.

2. Liderzy prezentuja wyniki prac swoich grup. Uczniowie wspolne uzgadniajg i zapisujg
aksjomatyczng definicje prawdopodobienstwa (nauczyciel musi przy tym tak kierowac
dyskusjg uczniow, aby zapisana definicja byta zgodna z og6lnie przyjetg).

3. Uczniowie zapoznaja si¢ z materiatem z sekcji ,Przeczytaj” i bazujac nadal na rzutach
kos$¢mi, tworza rozktady prawdopodobienstwa wynikow zaplanowanych
i przeprowadzonych przez siebie doSwiadczen.

4. Koncowym elementem tej czesci zajec jest gra — oszukaj oszusta. Zadaniem kazdej
z grup jest wymyslenie z pozoru prawdziwego twierdzenia (opartego np. na problemie
kawalera de’Mere, zamieszczonym w infografice), ktore mozna zaprezentowac
hipotetycznym partnerom gry w kosci, aby ich wprowadzi¢ w btad.

5. Grupy przedstawiaja swoje pomysty.

6. Najciekawszy pomyst (ktory musi by¢ uzasadniony z wykorzystaniem np. aparatu
kombinatorycznego), moze zosta¢ nagrodzony przez nauczyciela.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec¢,
poznane wiadomosci, uksztaltowane umiejetnosci. Liderzy grup dziela si¢ refleksjami
na temat wspolpracy w grupie, rozwazanych problemow.



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonujg w domu ¢wiczenia interaktywne.

2. Zadaniem dla chetnych uczniéw jest znalezienie w dostepnych zrodtach przykiadu
paradoksu zwigzanego z rachunkiem prawdopodobienstwa i zaprezentowanie go na
nastepnej lekcii.

Materialy pomocnicze:

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa. Wiasnosci prawdopodobienstwa. Obliczanie
prawdopodobienstw zdarzen losowych

Wskazowki metodyczne:

Infografike mozna wykorzysta¢ rowniez na zajeciach z kombinatoryki.
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