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Mamy zakupi¢ narozng szafke w ksztatcie graniastostupa, ktorego podstaw3 jest trojkat
prostokatny rownoramienny. Jakie majg by¢ minimalne rozmiary podstawy tej szafki, zeby
zmies$cily si¢ w niej okragle potmiski o srednicy 40 cm?

Pytanie powyzsze sprowadza si¢ do problemu znalezienia najmniejszego trojkata
spelniajgcego okreslone wymagania, w ktorym zmies$ci si¢ dany okrag. W jezyku planimetrii
jest to problem opisania trojkata na okregu.

Ten material poSwiecony jest omowieniu wiasnos$ci trojkatow opisanych na okregu.
Twoje cele

» Zastosujesz podobienstwo trojkatow i wilasnosci okregu wpisanego w trojkat do
konstrukcji trojkata opisanego na okregu.

» Wyjasnisz powigzanie trojkata opisanego na okregu z pojeciem stycznejdo okregu

o Okreslisz warunki, jakie musi spetnic trojkat wpisany w okrag, aby wierzchotki tego
trojkata byly punktami stycznosci trojkata opisanego na tym okregu, Skonstruujesz
trojkat opisany na okregu.

» Opiszesz na okregu trojkaty o znanych wlasnos$ciach i zastosujesz ich wtasnosci
w problemach praktycznych i zagadnieniach matematycznych.







Przeczytaj

Definicja: Trojkat opisany na okregu

Trojkat opisany na okregu, jest to trojkat, ktorego wszystkie boki sg styczne do danego
okregu.

Trojkat jest opisany na okregu wtedy i tylko wtedy, gdy ten okrag jest wpisany w ten
trojkat.

W przypadku okregu wpisanego w trojkat, zwykle dany jest trojkat i trzeba wpisa¢ wen
okrag. Dla kazdego trojkata istnieje doktadnie jeden okrag wpisany.

Natomiast w przypadku trojkgta opisanego, zwykle to okrag jest dany i trzeba zbudowac
trojkat tak, zeby ten okrag byt wpisany w trojkat. Okazuje sie, ze na danym okregu mozna
opisa¢ nieskonczenie wiele trojkatow, a doktadniej dowolny trojkat z doktadnoscia do
podobienstwa.

Twierdzenie: Twierdzenie o trojkacie opisanym na okregu

Dany jest okrag o Srodku O i promieniu r oraz trojkat A’B’C’. Wowczas na tym okregu
mozemy opisac trojkat ABC podobny do trojkata A’B’C".

Dowéd
Opiszemy jak skonstruowac tréjkat ABC podobny do trojkata A’B’C”,

Zaczynamy od skonstruowania okregu wpisanego w trojkat A’B’C” i przyjmijmy ze
promien tego okregu wynosi r’.

Wowczas okrag jest podobny do danego okregu w skali k = ’"7 Przeksztalcamy figure

bedaca tréjkatem z wpisanym okregiem na figure podobng w skali k1 = —.

Nazywamy wierzchotki skonstruowanego trojkata (odpowiednio) A, B, C.

Przyktad 1

Okrag wpisany w trojkat egipski (trojkat o bokach 3, 4, 5) ma promien rowny 1.
Wyznaczymy dlugosci bokow trojkata podobnego do trojkata egipskiego opisanego na
okregu o promieniu r.

r

Z powyzszego twierdzenia skala podobienstwa wynosi k = T = r. Stad trojkat podobny
do trojkata egipskiego opisany na okregu o promieniu r ma boki dtugosci 3r, 4r, 5r.
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Prosta styczna do okregu to prosta, ktora ma doktadnie jeden punkt wspolny z okregiem.

Wiasnosé: Wiasnosci prostych stycznych do okregu

1. Z dowolnego punktu A lezacego na zewngtrz okregu mozna poprowadzi¢ dokladnie
dwie proste styczne do okregu.

2. Promien okregu poprowadzony do punktu stycznosci z prosta styczng jest
prostopadty do tej proste;j.

3. Jesli z punktu A lezacego na zewnatrz okregu poprowadzimy proste styczne do
okregu w punktach D i E, to trojkaty AOD i AOF sa przystajacymi trojkgtami
prostokatnymi. Stad odcinki AD i AE majg réwne dlugo$ci. Odcinki te nazywamy
odcinkami stycznymi. Natomiast potprosta AO jest dwusieczng kata DAE.

Wiasnosé: Wiasnosc odcinkéw stycznych w tréjkacie opisanym na okregu




Niech D, E, F' bedg punktami styczno$ci okregu z bokami trojkgta. Wtedy przy
oznaczeniach z rysunku:

[CE| = |CF| = u = *5=,

|BD| = |BE| = v = %2,

|AD| = |AF| = w = &2
Przyktad 2

Mamy zakupi¢ narozng szafke w ksztatcie graniastostupa, ktoérego podstawg jest trojkat
prostokatny taki, ze stosunek dtugosci przyprostokatnych jest 3:4. Wyznaczymy
minimalne rozmiary podstawy tej szafki tak, zeby zmieScity si¢ w niej okragte potmiski
o Srednicy 40 cm.

B

Poniewaz stosunek dlugos$ci przyprostokatnych jest 3:4, to niech |CB| = 3z, |CA| = 4.
Wtedy |AB| = 5z.

Korzystajgc z wlasnosci odcinkow stycznych dostajemy
5z =3x — 20+ 4x — 20 =Tz — 40

2z =40

=20

Ostatecznie, wymiary szafki wynoszg 60 cm, 80 cm, 100 cm.



Twierdzenie: Dtugos¢ promienia okregu wpisanego w trojkat

2P

Promien okregu wpisanego w trojkat o bokach a, b, cipolu P wynosir = —5—.

Przyktad 3

Wyznaczymy dlugosci bokéw trojkata opisanego na okregu o promieniu r = 10, jezeli
wiadomo, ze stosunek bokow tego trojkata wynosi 7:9:12.
Wyznaczamy promien okregu wpisanego w trojkat o bokach 7, 9, 12. Promien tego

2P
a+b+c”

okregu wyznaczymy ze wzoru wynosi r’ =

Pole wyznaczamy ze wzoru Herona

plp—a)lp—b)(p—c)=+v14-7-5-2 = 141/5.

y 214V
Stad r’ = =5g— = V5.

Wyznaczamy skale podobienstwa k = — = % = 24/5.
Ostatecznie, trojkat opisany na okregu o promieniu r» = 10, ktoérego stosunek bokow

wynosi 7:9:12, ma boki dlugosci 14+/5, 18v/5, 24/5.

Katy w trojkacie opisanym na okregu

Na rysunku przedstawiony jest trojkat ABC opisany na okregu o §rodku O i promieniu 7.
Punkty D, E, F' sg punktami stycznoS$ci. Tym samym kolorem oznaczone sg katy trojkata
i odpowiadajgce im katy sSrodkowe w okregu.




Woéwczas katy sSrodkowe majg miary:

1. Kat DOF ma miare¢ <DOF = 360" —2-90° — a = 180" — «, bo suma miar katow
w czworokacie wynosi 360° oraz promienie okregu poprowadzone do punktow
styczno$ci sg prostopadie do bokow.

2. Analogicznie, <DOE = 180" — i <EOF = 180" — ~.

Powyzsza wlasno$¢ prowadzi do konstrukciji trojkgta opisanego na podstawie okreslenia
punktow stycznosci:

Wiasnosc: Konstrukcja tréjkata opisanego na podstawie okreslenia punktéw stycznosci

Jezeli na okregu zaznaczone sa trzy punkty D, E, F' takie, ze katy Srodkowe oparte na

cieciwach DE, EF, F'D maja miary mniejsze od 180°, to tréjkat, ktéorego wierzchotkami
sa punkty przeciecia stycznych do okregu w punktach D, E, F', jest trojkgtem opisanym
na tym okregu. Ponadto, kazdy tréjkat opisany na okregu mozna otrzymac¢ w ten sposob.

Przyktad 4

Pokazemy, Ze jesli katy srodkowe oparte na cieciwach DE, EF, F'D maja miary rowne
120°, to trojkat opisany na okregu, styczny do tego okregu w punktach D, E, Fjest
trojkatem rownobocznym.

Przy oznaczeniach z powyzszego rysunku:

<DOF = 180" — a,wiec a = 180" — 120° = 60°. Analogicznie pozostate katy.

Stad trojkat opisany na okregu jest rownoboczny.



Katy w tréjkacie, ktérego wierzchotkami sa punkty stycznosci
okregu i trojkata opisanego na okregu

Rozwazmy trojkat DEF', gdzie punkty D, E, F' s punktami stycznosci okregu i trojkata
opisanego na okregu.

A
Wowczas katy trojkata D EF' maja miary:

<DEF = %<IDOF = 90" — 5, bo jest to kat wpisany w okrag oparty na tej samej cieciwie
co kat srodkowy DOF.

Analogicznie, <DFE = 90" — £ i <EDF = 90" — 1.
Whiosek:

Trojkat DEF, gdzie punkty D, E, F' sg punktami stycznosSci okregu i trojkata opisanego na
okregu jest trojkatem ostrokatnym. Ponadto, kazdy trojkat ostrokgtny D EF wpisany

w okrag wyznacza trojkat opisany na tym okregu taki, ze punkty D, E, F' s punktami
stycznos$ci okregu i tego trojkata.

Przyktad 5

W okrag wpisany jest trojkat DEF o katach 50°, 60°, 70°. Wyznaczymy katy trojkata
opisanego na tym okregu takiego, ze punkty D, E, F' sa punktami stycznosci okregu
i tego trojkata.

Niech a, B, v oznaczajg katy tego trojkagta. Wtedy 50° = 90° — 5, wiec
a=2-90"—-2-50"=180" —100° = 80" oraz S = 180" —2-60° = 60° oraz
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v =180 —2-70° = 40°.

o

Zatem trojkat ten ma katy 40°,60°, 80°.

Stownik
podobienstwo figur

dwie figury nazywamy podobnymi, gdy istnieje podobienstwo o skali £ > 0, ktore
przeksztalca jedng figure w druga.

cechy podobienstwa tréjkatow

warunki konieczne i wystarczajace na to, aby dwa trojkaty byly podobne
kat srodkowy okregu o srodku O oparty na cieciwie AB

kat AOB oparty na tuku A B znajdujacy sie wewnatrz okregu

kat wpisany okregu o $rodku O oparty na cieciwie AB

kat APB, gdzie P jest punktem na okregu lezacym po tej samej stronie cieciwy AB co

srodek okregu



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja, starajac sie przyswoic tresci w niej zawarte. Mozesz wracac do niej
wielokrotnie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DSRunjju7

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczacego trojkata opisanego na okregu.



https://zpe.gov.pl/a/DSRunjjU7

Polecenie 2

Zaznacz prawidtowa odpowiedz.

Obwdd trojkata prostokatnego réwnoramiennego opisanego na okregu
o promieniu r = 1 wynosi:

(O 2w
O 6
O 10

O 6+4V2

Obwdd trojkata prostokatnego réwnoramiennego opisanego na okregu
O promieniu 7 = 5 wynosi:

30

107

50

o O O O

30 + 20v/2



Polecenie 3
Whisz prawidtowe wartosci w luki w tekscie.

1. Jezeli trojkat rownoramienny o podstawie 30 opisany jest na okregu o promieniu 10 to jego

ramiona maja d’rugoéc" ’a jego pole‘ ’ Natomiast jesli

podobny trojkat jest opisany na okregu o promieniu 30, to jego podstawa ma dtugos¢

’, ramiona maja d’rugoéc" ’ a pole wynosi ‘

2. Na okregu o promieniu 2 opisujemy tréjkat taki, ze punkt stycznosci dzieli bok dtugosci 7

w stosunku 3 : 4. Wéwczas obwdd tego trojkata wynosi ‘ a pole tego
trojkata wynosi ‘ ’ Natomiast jesli podobny trojkat jest opisany na okregu

o promieniu 4, to bok odpowiedni do boku 7 ma d’rugos’é‘ , punkt stycznosci
dzieli ten bok w stosunku ‘ H ’ obwéd wynosi

’, a pole wynosi ‘ ’




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wskaz wszystkie zdania prawdziwe:

0 Jezeli trojkat jest opisany na okregu, to katy Srodkowe oparte na cieciwach
taczacych punkty stycznosci okregu z tym trojkatem majg miare mniejszg od 180°.

(] Na danym okregu mozna opisa¢ nieskoriczenie wiele tréjkatow.
(] W dany tréjkat mozna wpisa¢ nieskonczenie wiele okregow.

0 Jezeli w trojkat wpisany jest okragg o promieniu r, to trojkat podobny do danego
trojkata w skali 3 jest trojkatem opisanym na okregu o promieniu 3r.

0 Jezeli trojkat jest opisany na okregu, to punkty stycznosci okregu z tym tréjkatem
tworzg trojkat rozwartokatny.




Cwiczenie 2 @)

Na rysunku przedstawiony jest okrag i trojkat ABC opisany na tym okregu. Jezeli dwa katy
trojkata ABC majg miary 90° i 60° oraz przeciwprostokatna AB ma dtugos¢ 20, to:

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Katy srodkowe oparte na

cieciwach taczacych punkty Katy trolkatca DEF maja Przyprostokagt’ne maja
f e e . miare: dtugosé:
stycznosci maja miary:
920° (] 45° ] 10 (]
120° ) 75° () 20v2 (]
60° (] 60° [ ] 20 (]
240° [ 30" (] 10v3 [
150° [ 90" (] 20v3 [

Cwiczenie 3



Cwiczenie 4

Jakie warunki powinny spetniac katy srodkowe oparte na cieciwach DE, EF, F'D, zeby
trojkat ABC opisany na okregu osrodku O i promieniu r byt prostokatny?




Cwiczenie 5

Na okregu o $rodku O i promieniu 7 opisano tréjkat réwnoramienny taki, ze odlegtos$¢ srodka
okregu od wierzchotka przy ramionach tego trojkata jest réwna srednicy okregu. Pokaz, ze
tréjkat ten jest réwnoboczny.

D

A‘V

E
A F C




Cwiczenie 6

Na okregu o promieniu 10 opisano tréjkat réwnoramienny o podstawie 30. Nastepnie
poprowadzono odcinek DFE styczny do okregu i rownolegty do podstawy tréjkata.
W powstaty tréjkat C' DE wpisano okrag. Wyznacz promien tego okregu.

C




Cwiczenie 7 @

Na rysunku tréjkat ABC jest wpisany w okrag zielony. Na tym okregu opisano tréjkat DEF
tak, zeby punkty A, B, C byty punktami stycznosci. Nastepnie opisano okrag niebieski na
trojkacie DEF' i opisano trojkat G HI na tym okregu tak, zeby punkty D, E, F' byty punktami
stycznosci. Wyznacz katy tréjkatow DEF i ABC, jezeli trojkat GHI ma katy 120°,40°, 20°.




Cwiczenie 8 @

Na rysunku tréjkat ABC jest wpisany w okrag zielony. Na tym okregu opisano tréjkat DEF
tak, zeby punkty A, B, C byty punktami stycznosci. Nastepnie opisano okrag niebieski na
tréjkacie DEF i opisano trojkat G HI na tym okregu tak, zeby punkty D, E, F' byty punktami
stycznosci. Jakie warunki muszg spetniac katy trojkata ABC, zeby opisana konstrukcja byta

mozliwa?




Dla nauczyciela

Autor: Bogdan Staruch

Przedmiot: Matematyka

Temat: Trojkat opisany na okregu

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wyznacza promienie i Srednice okregdw, dtugosci cigciw okregow oraz odcinkow
stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;

5) stosuje wlasnosci katow wpisanych i srodkowych;
8) korzysta z cech podobienstwa trojkatow;

10) wskazuje podstawowe punkty szczegodlne w trojkacie: srodek okregu wpisanego
w trojkat, srodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, Srodek ciezkosci oraz
korzysta z ich wtasnosci;

12) przeprowadza dowody geometryczne.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» wykorzystuje podobienstwo trojkatow i wlasnosci okregu wpisanego w trojkat do
konstrukecji trojkata opisanego na okregu
e stosuje powigzanie trojkgta opisanego na okregu z pojeciem stycznejdo okregu



 okresla warunki, jakie musi spetnic trojkat wpisany w okrag, aby wierzchotki tego
trojkata byty punktami stycznosci trojkata opisanego na tym okregu i konstruuje trojkat
opisany na tym okregu

 opisuje na okregu trojkaty o danych witasnosciach i stosuje ich wtasnosci w problemach
praktycznych i zagadnieniach matematycznych

Strategie nauczania:
o konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e mapa mysli
» metoda tekstu przewodniego
o dyskusja

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw parach

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen lub para
uczniow miala do dyspozycji komputer; lekcje te mozna przeprowadzic¢, majac do
dyspozyciji jeden komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg zajeé:
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia temat lekcji, wyznacza cele i kryteria sukcesu.
2. Uczniowie tworza mapy mysli dotyczgcejwitasnosci okregow i stycznych do okregow
oraz okregu wpisanego w trojkat.

Faza realizacyjna:

1. Dyskusja - na czym polega roznica miedzy wpisywaniem okregu w trojkat
i opisywaniem trojkgta na okregu.

2. Uczniowie w parach zapoznaja si¢ z animacjq i rozwigzuja zadania zawarte
w Problemach.

3. Uczniowie metodg tekstu przewodniego analizujg w parach przyklady zawarte w sekcji
Przeczytaj.

4. Uczniowie formulujg warunki, jakie powinien spetniac trojkat wpisany w okrag, aby
wierzcholki tego trojkata byly punktami stycznos$ci trojkata opisanego na tym okregu.
Ustalajg kolejne kroki konstrukciji takiego okregu.



Faza podsumowujaca:

1. Uczniowie sprawdzajg umiejetnosci i wiedze, rozwigzujac wskazane ¢wiczenial - 8.
2. Nauczyciel podsumowuje lekcje, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow.

Praca domowa

Uczniowie wykonuja pomiar promienia najwiekszego okraglego talerza/potmiska, jaki
posiadaja w domu. Wyznaczaja minimalne rozmiary podstawy szafki trojkatnej (wiedzac, ze
podstawa jest prostokgtnym trojkatem rownoramiennym), w ktorej zmiesci si¢ ten talerz.

Materialy pomocnicze:

Okrag wpisany w trojkat
Wskazowki metodyczne:

Uczen moze wykorzysta¢ animacije:

e podczas przygotowywania si¢ do zajec,
e do utrwalania wiedzy,
« jako inspiracja do stworzenia wiasnego samouczka lub prezentaciji.

Materiat w animacji mozna wykorzysta¢ w lekciji ,,Okrag wpisany i opisany na trojkacie
prostokatnym”.
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