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Zastosowanie wzoru na sume i réznice funkcji

trygonometrycznych do rozwigzywania rownan

Zrodto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

W tym materiale poszerzysz swoje wiadomosci dotyczgce rozwigzywania rownan
trygonometrycznych. Dowiesz si¢, jak za pomoca wzor6éw na sume i roznice funkci
trygonometrycznych sprowadzi¢ bardziej skomplikowane rownania trygonometryczne do
rownan postaci: sin ¢ = a, cos ¢ = a, tg * = a, gdzie a € R. Umiejetnosci, ktore
rozwiniesz, dadzg Ci rowniez podstawe do dowodzenia tozsamosci trygonometrycznych.

Twoje cele

o Nauczysz sie¢ sprowadza¢ za pomocg wzorow na sume i roznice funkcji
trygonometrycznych bardziej skomplikowane rownania trygonometryczne do
rownan postaci: sin * = a, cos ¢ = a, tg * = a.

» Dowiesz sig, jak wykorzysta¢ podstawowe tozsamosci trygonometryczne do
rozwigzywania bardziej skomplikowanych rownan.




Przeczytaj

Przypomnijmy na poczatek wzory, z ktorych bedziemy korzystac.
Twierdzenie: wzory na sume i réznice funkcji trygonometrycznych

Dla dowolnych «, 8 € R zachodza nastepujace wzory:

sin a + sin 8 = 2sin 525 +’3 - COS an’B
. P . . a—ﬁ . a+ﬁ
sina — sin B = 2sin =5~ - cos =5~
o+ o—
cosa + cos B = 2cos 2B - COS 2ﬂ
atpB . a—pf
cosa — cos 8 = —2sin —~ - sin ——

Dla dowolnych a, 8 € R spelniajgcych warunki: cos a # 0 i cos 8 # 0, zachodza
nastepujace wzory:

sin(a+p)
tg a+ tg B cosacos f3

tg a— tg ﬂ _ sin(a—p)

cos a cos 3

Ponizej przedstawimy przyktady, jak wykorzysta¢ wzory na sume i roznice funkcji
trygonometrycznych do rozwigzywania rownan.

Przyktad 1

Rozwigzemy rownanie: sin 2z + sin4z = 0.
Rozwigzanie

Pierwszy sposob

Najpierw skorzystamy ze wzoru na sume sinusow:
25111# -COS% = 0.

Stad otrzymujemy:

sin3z - cosz = 0.

Zatemsin 3x = 0 lub cosx = 0.

Otrzymujemy odpowiedz:




x = %lub:c: 5 + km, gdzie k € Z.
Drugi sposob

Przedstawimy drugi sposob, w ktorym nie odwotujemy si¢ do wzordéw na sumy i roéznice
funkciji trygonometrycznych. Jest to bardzo przydatna metoda opierajaca si¢ na
porownywaniu warto$ci tej samej funkcji trygonometryczne;.

Zapiszmy réwnanie w postaci:

sin 2z = — sin4x.

Wykorzystajmy nieparzystos$¢ funkciji sinus:
sin 2z = sin(—4x).

Zatem z poréwnania wartosci funkcji sinus otrzymujemy, ze: 2z = —4x + 2km lub
2¢ = w — (—4x) + 2km, gdzie k € Z.

Stad dostajemy juz odpowiedz:

z = bz = + kr, gdzie k € Z.
Przyktad 2

Rozwigzemy rownanie: cos 4z — sin4x = @
Rozwigzanie

Pierwszy sposob

Korzystajgc ze wzoru redukcyjnego, zapiszmy rownanie tak, aby otrzymac roznice
cosinusow:

cosdz — cos(§ — 4z) = @

Korzystamy ze wzoru na réznice cosinusow:

. 4zt 4y . 4zx—Z 4z
—2sin ; in 22 = %

—2sin Zsin(4z — ) = 5°
—2-@-sin(4m— %) -2
Wykorzystujac wzor: sin(% + y) = — cos y, otrzymujemy:

\/5005(4:8 + %) = @,



cos(4:c + %) = %

Stad otrzymujemy:

dr + § = 5 +2nklubdx + T = — % + 27k, gdzie k € Z.
Az = 5 + 2k lub 4z = — 12 + 2k, gdzie k € Z.
Odpowiedz:

x = 4—7;+% lubz = —Z—g +%,gdziek€Z.

Drugi sposéb

Wykorzystamy tozsamos$c¢ trygonometryczng: dla dowolnejliczby rzeczywistej ¢ zachodzi
jedynka trygonometryczna: cos? 4z + sin? 4z = 1.

V32

Z rébwnania danego w zadaniu wyliczamy np. cos 4z = sin4x + 72 i podstawiamy do
jedynki trygonometryczne;j:

VaNe 2 . . -
5 + sin” 4z = 1. Stad otrzymujemy réwnanie:

(sin 4x +

Q'

2sin* 4z + 2+ 2 -sindz — 5 = 0.

Podstawiajac nowa zmienng ¢ = sin 4z otrzymujemy rownanie kwadratowe:
22 + V2t — 1 =0 A=2-4.2-(-1) =6.

VEVE g — V2V

Zatemt = 7. Rozwigzaniami rébwnania

2sin® 4z + 2 - @ -sin4z — % = 0 sg zatem:

sin 4z = =26 jup sin 40 = =26
Jezeli sin4dz = _‘/54_‘/6,t0 cosdx = @.
Jezeli sin 4z = #, to cosdzr = %.

Pozostaje najtrudniejsza cze$¢ rozwigzania: ustalenie wartosci, jakie przyjmuje x; s to:
4z = —1Z + 2km lub 4z = 5 + 2km, gdzie k € Z.

OdpowiedZ:
:U:—Z—g —|—%lubx: %—l—%,gdziekez.

Wazne!
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Drugi sposob rozwigzywania przyktadu 2 opiera si¢ na podstawowym pojeciu jakim jest
jedynka trygonometryczna, jednak moze powodowac trudnosci w ostatniej fazie
rozwigzania, gdy trzeba wskazac¢ konkretne wartosci zmiennej. Zatem w zadaniach
podobnych do przyktadu 2 rekomendujemy pierwszy sposob.

Przyktad 3

Rozwigzemy rownanie: sin + sin 3z + sin b5z = 0.
Rozwigzanie

Zmieniamy kolejno$¢ sktadnikow:

sinz + sin bz + sin 3z = 0.

Stosujemy wzOr na sume sinusow:

ZSin%&: - COS ””Eﬁ + sin 3z = 0,

2sin 3z - cos 2z + sin 3z = 0.

Wyciggamy wspolny czynnik przed nawias:

2sin 3x - (cos 2c + %) =0.

Otrzymujemy alternatywe réwnan:

v

sin 3z = 0 lub cos 2z = —
Otrzymujemy rozwigzania:

3z = Tk lub 2z = 2 + 2kr
lub 2z = — 2% + 2k, gdzie k € Z.

Zatem:

r=Z%klubzx =3 + krlubz = —% + kmr, gdzie k € Z.
W uproszczeniu mozemy zapisac:

Odpowiedz:

x = %,gdziek c 2.

Przyktad 4

Rozwigzemy rownanie: tg z + sin(xz + 45°) = —1.

Rozwigzanie
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Aby istnial tangens, zakladamy, Ze cos z # 0.

Zapisujemy sktadniki w innej kolejnosci:

1+tgx +sin(z+45°) =0.

Podstawiamy za liczbe 1 warto$¢ funkcji tangens dla odpowiedniego argumentu:
tg45° +tgx +sin(x +45°) = 0.

Wykorzystujemy wzor na sume tangensow:

sin(z+45")
cosx cos4b”

+ sin(z +45°) = 0.
Wyciggamy wspolny czynnik przed nawias:

sin(z +45°) (—oegem + 1) = 0.

cos x cos4
Zapisujemy alternatywe rownan:

sin(z +45°) =0lub —~—— = —1.
Rozwigzaniem réwnania sin(z + 45°) = 0 jest kazda liczba postaci  + 45" = k- 180°,
czylix = —45" + k- 1807, gdzie k € Z.

1

Rownanie cosx cos4b”

= —1 jest rownowazne réwnaniu cos ¢ = — 2, ktore jest
rOwnaniem sprzecznym.

Odpowiedz:

x =—45" 4+ k-180°, gdzie k € Z.

Stownik

jedynka trygonometryczna

Dla dowolnej liczby rzeczywistej 2 zachodzi tozsamo$é: sin? z + cos? z = 1.
wzory na sume i réznice funkcji trygonometrycznych

Dla dowolnych «, 8 € R zachodza nastepujace wzory

. . . o+ a—
sina + sin 8 = 2smTﬂ © COS —5—

™

sina — sin 8 = 2sin %2 - cos

cosa + cos B = 2 cos =5~ - cos



javascript:void(0);

. a+ . _
coso — cos B = —2s1naTﬁ -smaT’B

Dla dowolnych a, 8 € R spelniajgcych warunki: cos a # 0 i cos 8 # 0, zachodza
nastepujgce wzory:

sin(a+0)
cos acos f3

tg a+tg B =

__ sin(a—p)
tg oa— tg 'B T cosacosf




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie uwaznie z animacjg, a nastepnie wykonaj polecenia umieszczone pod nia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D2VaZHupw

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczgcej zastosowania wzoru na roznice cosinusow.
Opowiada Piotr Kryszkiewicz.

Polecenie 2
Wskaz réwnanie, ktére jest rownowazne danemu réwnaniu: cos(m — %) — COSs (a: + %) = 0.

O cos(z+ %) =0
() sinz =0
O sin(a:— %) =0

() cosz=0

Polecenie 3
Zapisz réwnanie
cosHr —sinbx =sin7x — cos 7x

jako alternatywe dwéch réwnan.



https://zpe.gov.pl/a/D2VaZHupw

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz prawidtowe dokonczenie zdania. Wszystkimi rozwigzaniami réwnania
sinx + sin(% — :c) = 0 s3 liczby postaci:

O x=—%5 + 2km, gdziek € Z.
O =z =7 +kmgdziek € Z.
O x=—4 + 2kn, gdziek € Z.

O @ =3 + knm, gdziek € Z.

Cwiczenie 2

Wskaz réwnania, ktérych zbidr rozwigzan zawiera sie w zbiorze rozwigzan réwnania
sindx = 0:

tg2x +tg3z = 0.
tgdx — tgdxr = 0.
tgz 4 tgbzr = 0.
tgz 4+ tgdz = 0.
tgbr —tgz = 0.

tgTx —tg 3z = 0.

o o o o o 0o O

tgdr —tgz = 0.




Cwiczenie 3

Potacz w pary réwnania o tych samych zbiorach rozwigzan.

cosm—cos(m—%) =1 cos(%—az) =1
sinm—sin(mjt%) =1 sin(%—az) = -1
. . - . 1
sm:c—l—sm(a:—i—g) =1 sm(g—x) ==
cosa:—l—cos(a:—%) =1 COS(%—JJ) :%

Cwiczenie 4

Wstaw w odpowiednie wyrazenie tak, by powstato zdanie prawdziwe.

Réwnanie sin 8¢ = cos 4z(sin x + sin 7x) jest rownowazne nastepujacej alternatywie

‘ sin4dx = 0lubcos3z = —1 ’ ‘ sin8c = 0lubcos3xz =1 ’ ‘ sin4dx = 0lubcosd4x =1

‘ sin8x = 0 lub cos 3z = % ’

Cwiczenie 5

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Wszystkimi rozwigzaniami réwnania
cos T — cos 3x = 4sin 2x s3 liczby postaci:

T = %,gdzieke 7.
T = %,gdzieke Z.

x = km, gdziek € Z.

o O O O

T = %,gdzieke 7.



Cwiczenie 6

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Wszystkimi rozwigzaniami réwnania

sin2z + Y2 = Tcos(z — & s3 liczby postaci:
2 8

O :Bz%—l—kﬂ',gdziekEZ.
O z =24 E gdiiek € Z.
O z ==L +knr, gdziek € Z.

O z =2+ E odziek € Z.

Cwiczenie 7
Rozwiagz réwnanie: cos 5 + cosx = —2 cos 3.
Cwiczenie 8

Rozwigz réwnanie: sin  + cos x = sin 3x + cos 3.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel
Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie wzoru na sume i réznice funkcji trygonometrycznych do
rozwigzywania rGwnan

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Podstawa programowa:

VIIL. Trygonometria.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

5. korzysta z wzoréw na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katow, a takze na funkcje
trygonometryczne katow podwojonych;

6. rozwigzuje rownania i nierownosci trygonometryczne o stopniu trudnosci nie
wiekszym niz w przyktadach: 4 cos 2z cos 5z = 2 cos 7z + 1, 2sin’ z < 1.

Cele operacyjne:
Uczen:

» sprowadza za pomocg wzorow na sume i roznice¢ funkcji trygonometrycznych bardziej
skomplikowane réwnania trygonometryczne do rOwnan postaci: sin £ = a, cos = = a,
tg x = a.

» wykorzystuje podstawowe tozsamosci trygonometryczne do rozwigzywania bardziej
skomplikowanych réwnan.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;



» metoda tekstu przewodniego.
Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przedstawienie tematu zaje¢: ,Zastosowanie wzoru na sume i roznice funkcji
trygonometrycznych do rozwigzywania rownan” oraz wspolne z uczniami ustalenie
kryteriow sukcesu.

2. Nauczyciel zadaje uczniom pytanie dotyczgce ich aktualnego stanu wiedzy w zakresie
poruszanej tematyki. Prosi wybranego ucznia lub uczennice o zapisywanie propozycii.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie metodg tekstu przewodniego analizujg przyktady przedstawione w sekciji
»Przeczytaj’. Ewentualne watpliwosci wyjasniane s na forum klasy.

2. Nauczyciel wySwietla zawarto$c¢ sekcji ,Animacja”, wybrany uczen czyta tres$¢ polecenia
nr 1, Obejrzyj uwaznie animacje, a nastepnie wykonaj polecania umieszczone pod nig”.
Po zaznajomieniu si¢ z treSciami nauczyciel komentuje, i w razie potrzeby wyjasnia,
najwazniejsze etapy realizacji polecenia.

3. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
porownujg otrzymane wyniki z inng para.

4. Cwiczenia numer 6,71 8 uczniowie wykonuja indywidualnie, a nastepnie omawia je
nauczyciel.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji
~Wprowadzenie”.

Praca domowa:



1. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1i 2 z sekcji ,,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

o Wykresy i wlasnosci funkciji trygonometrycznych
Wskazowki metodyczne:

e Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekcji ,Animacja” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznajg si¢ z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajeciach w ten
sposob, zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania w temacie ,Zastosowanie wzoru na
sume i roznice funkciji trygonometrycznych do rozwigzywania rownan”.
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