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Zrédto: Kelly Lacy, dostepny w internecie: www.pexels.com.

Tozsamoscig algebraiczng nazywamy takie rownanie, ktore jest spelnione niezaleznie od
wartosci podstawianych pod zmienne. Wartosci, ktore podstawiamy do rownania muszg
naleze¢ do dziedziny rownania. Dziedzing rOwnania jest taki zbior wszystkich liczb
rzeczywistych, dla ktorych rownanie ma sens.

Na lekcji dowiesz sig¢, jak dowodzimy specjalnego typu tozsamosci, czyli tozsamosci
trygonometrycznych. W dowodach bedziemy opierac¢ sie¢ na dwoch poznanych
tozsamos$ciach trygonometrycznych:

1.sin® @ + cos? a = 1 dla dowolnych o € R.
2.tg a = 82 {]a dowolnych o # &5 + km, gdzie k € Z.

Ccos «
Twoje cele
o Nauczysz si¢ wykorzystywac¢ podstawowe tozsamosci trygonometryczne do

dowodzenia ztozonych tozsamosci trygonometrycznych.
» Dowiesz sig, jakie stosujemy techniki dowodzenia tozsamoSci trygonometrycznych.




Przeczytaj

Tozsamoscig algebraiczng, jak zdefiniowaliSmy to we wprowadzeniu, nazywamy takie
rownanie, ktore jest spetnione niezaleznie od wartosci podstawianych pod zmienne.

TozsamoS¢ trygonometryczna to szczeg6lny rodzaj tozsamosci algebraicznej. Jest to
tozsamos$c¢, w ktorej wystepuja funkcje trygonometryczne.

Zwykle spotykamy sie z dwoma rodzaj zadan zwigzanych z tozsamosciami
trygonometrycznymi. Pierwszy rodzaj, to zadania typu: udowodnij, ze rOwnanie jest
tozsamos$cig. Drugi rodzaj, to zadania typu: sprawdz, czy podane réwnanie jest tozsamoscig.
Drugi rodzaj zadan jest zwykle trudniejszy, gdyz nie jest podany kierunek naszych dziatan.
Jezeli rownanie nie jest tozsamoscig, to wystarczy podac jeden przyktad (kontrprzyktad),
ktory po podstawieniu do rownania pokazuje, ze lewa strona nie jest rowna prawej. Jezeli
rownanie jest tozsamoscia, to nalezy to udowodni¢ poprzez takie przeksztalcanie obu stron
rownania, aby otrzymac takie same wyrazenia. Uwaga: czasami wystarcza przeksztatcanie
tylko jednej strony rownania tak dtugo, az otrzymamy drugg stron¢ rownania.

W dowodach bedziemy opiera¢ si¢ na dwoch poznanych tozsamosciach
trygonometrycznych:

1.sin? a + cos? o = 1 dla dowolnych o € R.
2.tg a = % dla dowolnych a # 3 + km, gdzie k € Z.

Przyktad 1

cosx __ l4cosz
l-cosz =~  cosz

Udowodnimy, ze rownanie tg? x - jest tozsamoscig.

Rozwigzanie:

Zacznijmy od okreSlenia dziedziny rownania. Do dziedziny rownania nalezg takie liczby
rzeczywiste x, ze tg x ma sens, cosx # 01icosz # 1.

Zatem dziedzing rownania jest zbior takich liczb rzeczywistych z, ze x # 5 + kmi
x # km, gdzie k € Z.

Rozpoczniemy przeksztalcanie lewej strony, gdyz wyglada na bardziej skomplikowana
i bedzie mozna uproscic jej postac.

sinx .
cosx *

Najpierw wykorzystamy tozsamo$¢ trygonometryczng tg x =

L=tg2ib- cosz  __ _sinzcosz __ sin’z

l1-cosxz =~ cos?z—cos®xz = cosz—coszx

nastepnie wykorzystamy jedynke trygonometryczna:
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l—cos’z _ (l—cosz)(l4cosx) _ 1+4cosz __ P
cosz—cos2x o

cosz(1l—cos z) cosT

Zatem wykorzystujac dwie podstawowe tozsamosci trygonometryczne przeksztalciliSmy
lewg strone rownania w taki sposob, ze otrzymaliSmy strone prawg tego rownania, co
oznacza, ze roOwnosc jest tozsamoscia.

Przyktad 2

sin®a—cos®a

(1—sina-cosa) (sina—cosa

Udowodnimy, ze rownanie 7 = (sin a+ cos a)(1+ sin a- cos a) jest

tozsamoscig.
Rozwigzanie:
Zapiszmy zatozenia:

1. sin a # cos a skad wynika, ze a # T + wk, dla k € Z.
2.sin« - cos a # 1, ktore zachodzi dla dowolnejliczby rzeczywistej a.

Ostatecznie zatem a # 7 + wk, gdzie k € Z.

Wykorzystajmy wzor skroconego mnozenia: a®> — b*> = (a — b)(a + b):

I — sin® a—cos® o . (sin® a—cos® a) (sin® a+cos® a)

(1—sina-cos a)(sina—cosa) (cos? a—sin o cos a+sin® @) (sina—cos @)

Teraz skorzystajmy ze wzoroéw skroconego mnozenia na roznice szescianow
a® b = (a—b)(a2+ab+b2) ia®+ b = (a+b)(a2 —ab—l—b2):

sin®a—cos®a (sin a—cos a) (sin2 a-+sin a-cos a+cos? a)
sina—cosa T sin a—cos «

=sin’a +sina - cosa + cos?a =1+ sina - cos a,
sin® a+cos? a .

a—sina-cos atcos2a

1.

' sin?
(sin a+cos o) (sin® a—sin a-cos a+cos? @)

sin?

- 5 = CcOos . + cos Q.
—SIn (¢-COS A +COs* &

A zatem lewa strona rownania po przeksztatceniach jest rowna:
L = (sina+ cosa)(l +sina - cosa) = P, co konczy dowod tozsamosci.

Przyktad 3

g ds , . 1 t . 1 1 - %+cosa:—2cos2a: . tos ..
prawdz, czy rownanie: (Sim+ ga:) ‘Nowosz T Tr ) = Tiosme snle jest tozsamoscig.

Rozwigzanie:

Najpierw sprobujemy sprawdzi¢, czy dla wybranych charakterystycznych wartosci o
rownos¢ zachodzi.




Wybierzmy warto$¢: a = &. Wowczas:

o 1 ) 1 1) _ 2t5  6+v3 VB 2v3+41

cos & tg 5

oraz

A T _ 2
£ +cos ¢ 2 cos

s

6
2z

6

B 9v341
= 3L

P =

%+2 sin % —sin
W takim razie podstawienie a = & nie daje rozstrzygnigcia, czy rownosc jest
tozsamoscig, czy nie jest.

Wybierzmy inng warto$¢:a = 7. Wowczas:

_x/§+1_1
V241

Oznacza to, ze L # P, a zatem réwno$c nie jest tozsamoscia.

W przypadku przykladu 3. okazalo sig, ze rownos¢ nie jest tozsamoscig. UdowodniliSmy
to, korzystajac z kontrprzyktadu, czyli takiej wartosci zmiennej, dla ktorej rownosSc¢ nie
zachodzi.

Stownik

tozsamos¢

rownanie, ktore jest spelnione dla dowolnejwartosci zmiennejlub zmiennych, dla
ktorych rownanie ma sens.

tozsamos¢ trygonometryczna

zaleznos¢ miedzy funkcjami trygonometrycznymi, ktora jest spetniona dla dowolne;j
wartosci zmiennejlub zmiennych, dla ktorych zalezno$¢ ma sens.




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja, a nastepnie w oparciu o nig wykonaj polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D9aczWu0U

Film dotyczacy zadan na dowodzenie z wykorzystaniem tozsamosci trygonometrycznych.

Polecenie 2

Udowodnimy, ze dla kazdej takiej liczby rzeczywistej a, ze |sin «| # 1 zachodzi tozsamos¢:

1—sina 4 l4+sina __
1+sina 1-sina |cosa|

Polecenie 3

Udowodnij tozsamos$¢

v14+cosa—v1—cosa __  cosa

v/ 1+cosa++v1—cosa 1+|sina| *



https://zpe.gov.pl/a/D9aczWu0U

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wskaz druga strone rownania, aby otrzymac tozsamosc: (tg2 a — sin® a) ctg2 o=

() cos®a

1
O tg2 o
O sina

O tg’a

Cwiczenie 2

Wskaz druga strone rownania, aby otrzymac tozsamos¢:

sinfa + costa + 2sin?a - cos? a =

2 2

sin“ o + cos* o

2 (s.in2 a + cos? a)

o o o 0O 0o O




Cwiczenie 3

. p . , . . 2 in? i :
Dobierz druga strone réwnania, aby otrzymac tozsamos¢: -2 __ _ smzicosz _ |
sinxz—cosx tgix—1

______________

‘ ’ . 9 . . .
2coszx ‘ Sin .’,B—COS2£L‘ ’ ‘ sinax + cosx H 1 ’ ‘ SN — COST ’ ‘ COST —SInx

Cwiczenie 4

Wskaz tozsamosé.

() sin*a + cos® a = sin? a — cos* a

O (1+2tga)(2+tga) =4tga+ —2

cos? o

-3 3
SN~ x—COos” & s .
O S o—cesa — 1 —sina-cosa

O (cos a+sin ) (cos a—sin «)
cos® o

=1-tg? «

Cwiczenie 5

Wskaz tozsamosci.
() (1+tg? o) (1 —cos?a) =2 tg?

N2
OJ (%) + (cosa- tg a)® —sin® a = cos® a + 1

. 2
U (StlgLo?) + (cos a- tg a)2 —sin?a = 2cos® a

O (+ tg? a)(1+ cos? @) —tg? o + 2

2
sin a 2 s 2 2
(] (tga) + (cosa - tga)® —sin” a = cos® a

(] (1—|— tg? a) (1 + cos? a) =tg? o



Cwiczenie 6

tozsamosci
cosatsina __ 1-tga
cosa—sina ~  l+tga
cosatsina __ litga
cosa—sina ~ l—tga
p ia nie bed to3 e . tgasinae  tgadtsina
rownania nie bedgce tozsamosciami teatsina — tgasma

l—cos’a _ 1
1—sin® o tg a-ctga = cos? o
1 : 2 2 2
s — SIn"a+ tg® a = cos” o ’
1 @20 142 2
o a — SIn“a— tg° a = cos® o ’
tgasina _ tga—sina
tgatsina ~  tgasina
1—cos? a _ 1
Tl T B ctga = or
Cwiczenie 7 @
Ud .. . s s 4 4 - 6 6 a2 2
OWOdnlj tozsamosS¢ sin” & + cos" @ — sIn” & — COS” @ = sIn” & - Cos” Q.

Cwiczenie 8

Sprawdz, czy ponizsze réwnanie jest tozsamoscia:

sina—cos’a __ tga+tl

142sina-cosa ~ tga—1°




Dla nauczyciela

Autor: Karol Nowakowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zadania na dowodzenie z wykorzystaniem tozsamosci trygonometrycznych
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Cele nauczania - wymagania szczegotowe:
VII. Trygonometria. Zakres podstawowy. Uczen:

2 sina .

cosa’?

4) korzysta z wzoréow sin® a + cos? a = 1, tga =

Zakres rozszerzony

4) stosuje wzory redukcyjne dla funkcji trygonometrycznych;

5) korzysta z wzorOw na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katow, a takze na funkcje
trygonometryczne katow podwojonych;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

« stosuje techniki dowodzenia tozsamosci trygonometrycznych,
» dowodzi zlozone tozsamos$ci trygonometryczne wykorzystujac podstawowe tozsamosci
trygonometryczne.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.



Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
e metoda projektow;
» dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Uczniowie zapoznajq si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,,Przeczytaj”.
Faza wstepna:

1. Wskazanie przez nauczyciela tematu: ,Zadania na dowodzenie z wykorzystaniem
tozsamosci trygonometrycznych” i celow zajec¢, przejscie do wspolnego ustalenia
kryteriow sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznajg si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Wybrani uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 1-2 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnos$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco. Prowadzacy
zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwiazywac¢ ¢wiczenia numer 11i 2.
Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie wybrani uczniowie
przedstawiaja odpowiedzi, a reszta klasy wspolnie ustosunkowuje sie¢ do nich.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacie,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. Uczniowie wykonujg indywidualnie ¢wiczenia nr 3 i 7, a nastepnie poréwnujg swoje
odpowiedzi z kolegg lub kolezanka.



Faza podsumowujaca:
1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”
Praca domowa:
1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:
Wykresy i wlasnosci funkcji trygonometrycznych

Wskazowki metodyczne:

e Medium w sekcji ,Animacja” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace
analizy problemu w temacie ,,Zadania na dowodzenie z wykorzystaniem tozsamosci
trygonometrycznych”.


https://epodreczniki.pl/a/wykresy-i-wlasnosci-funkcji-trygonometrycznych/D1B4mxxtC

