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Zrédto: Briam Cute z Pixabay, domena publiczna.

By¢ moze zdarzyto ci si¢ w mtodszych klasach szkoty podstawowej tworzy¢ szlaczki
sktadajace sie z figur geometrycznych.

Na ponizszym rysunku szlaczek zbudowany jest z potkoli. Przyjrzyj si¢ kolejnym potkolom -
Co zauwazasz?

figura 1 figura 2 figura 3 figura 4 figura 5

Kazde nastepne potkole ma srednice dwukrotnie mniejsza niz potkole poprzednie (oprocz
oczywiscie potkola pierwszego - figura 1) . Dlugosci srednic tych potkoli tworzg wigec cigg
malejgcy. O ciggu malejagcym mowimy, ze jest to cigg monotoniczny.

Odkrywaniem zaleznosci miedzy wyrazami ciggéw monotonicznych bedziemy zajmowac
sie¢ wlasnie w tym materiale.

Twoje cele
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o Odkryjesz niektore wlasnosci ciggoéw monotonicznych.
» Udowodnisz wybrane wtasnosci ciggéw monotonicznych.
o Wykorzystasz monotoniczno$¢ ciggow w zadaniach algebraicznych.



Przeczytaj

Ciag, podobnie jak kazdg funkcje, nazywamy monotonicznym, jezeli jest rosngcy, malejacy,
staty, nierosnacy albo niemalejacy.

W przypadku takich ciggéw, zreguly tatwo zauwazy¢ wyrazng zalezno$¢ miedzy wyrazami
ciggu.

Przyktad 1

Wykres nieskonczonego ciagu (a,,) zawarty jest w wykresie funkciji liniowej f
przedstawionym na rysunku.
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Na podstawie wykresu mozemy odczytac kolejne wyrazy ciaggu:
0,2,4,6,...

Whnioskujemy, ze roznica miedzy kolejnymi wyrazami ciggu jest stata i rowna 2, czyli cigg
jest rosnacy.

Aby to udowodni¢, okreslimy najpierw wzor funkcji f. Wykres tej funkcji przechodzi
przez punkty

A= (1,0)i E = (0,—2). Zatem wspOtrzedne kazdego z tych punktow spetniajg
rownanie




f(z) =azx+b
Rozwigzujemy uktad rownan

{2

Stada =21b = (—2).

Zatem f(x) = 2z — 2.

Wynika z tego, ze wzor og6lny ciggu ma postac a,, = 2n — 2.
Obliczamy roznice miedzy kolejnymi wyrazami ciggu.
pi1—ap, =2(n+1) —2—2n+2 =2 > 0 - cigg rosnacy.

Zauwazmy, ze roznica miedzy kolejnymi wyrazami ciggu jest rowna wspotczynnikowi
kierunkowemu prostej, w ktorej zawarty jest wykres ciggu.

Przyktad 2

Wykres nieskonczonego ciagu (a,,) zawarty jest w wykresie funkciji liniowej f
przedstawionym na rysunku.

Na podstawie wykresu mozemy odczytac kolejne wyrazy ciggu:

3,2,1,0, (—1), (-2),...



Whnioskujemy, ze réznica miedzy kolejnymi wyrazami jest stata i rowna (—1), czyli ciag
jest malejacy.

Aby to udowodni¢, okreslimy najpierw wzor funkcji f. Wykres tej funkcji przechodzi
przez punkty A = (1,3) i B = (4, 0). Zatem wspoirzedne kazdego z tych punktow
spelniajg rownanie

f(r) =az+b
Rozwigzujemy uktad rownan.

3=a+0b
0=4a+b

Stada = (—1)ib=4.

Zatem f(z) = (—z) + 4.

Wynika z tego, ze wzor ogolny ciggu ma postac a, = (—n) + 4.
Obliczamy roznice miedzy kolejnymi wyrazami ciggu.

api1 —ap, = —(n+1)+4+4+n—4=—-1<0 - cigg malejgcy.

Zauwazmy, ze roznica miedzy kolejnymi wyrazami ciggu jest rowna wspotczynnikowi
kierunkowemu prostej, w ktorej zawarty jest wykres ciggu.

Korzystajgc z rozwazan zawartych w powyzszych przykladach, mozemy zapisa¢:

jesli wykres ciagu (a,) jest zawarty w wykresie funkcji liniowej f(x) = ax + b, to dla
a > 0 cigg jest rosnacy, a dla a < 0 cigg jest malejacy.

Podobny wniosek mozemy zapisa¢, gdy znamy wzor ogolny ciggu.
Twierdzenie: monotonicznos¢ ciagu a,, = an + b
Ciag (a,,) okreslony wzorem ogélnym a,, = an + b jest dla kazdejliczby rzeczywistej b

e rosnacy, gdya > 0,
» malejacy, gdya < 0,
o staly, gdya = 0.

Przyktad 3

Rozwazmy dwa ciagi. Ciag (a,) okreslony wzorem ogdlnym a,, = — i ciag (b,)

okres$lony wzorem ogo6lnym b,, = (— %H )

Poczgtkowe wyrazy ciggu (ay) to: %, %, %, %, e



) (=%):---

Ciag (a,) jest ciggiem malejgcym, a ciag (b, ) jest ciggiem rosngcymi b, = (—ay,).

N[

Poczgtkowe wyrazy ciagu (by) to: (—3), (—%), (-

Wniosek

Jezeli ciag (a,,) jest ciaggiem malejacym, to ciag (b, ) okreslony wzorem ogdlnym
b, = (—a,) jest ciggiem rosnacym.

Istotnie, jesli cigg (a,,) jest ciagiem malejgcym, to a, 1 < ay,.

Mnozac obie strony tej nieréwnosci przez (—1), otrzymujemy
(—api1) > (—ay), czylito b, 1 > by,

co oznacza, ze ciag (b,) jest ciggiem rosngcym.

Podobny wniosek mozna zapisac¢, gdy ciag (a,) jest ciggiem rosngcym.
Wniosek

Jezeli cigg (a,,) jest ciggiem rosngcym, to ciag (b,,) okreslony wzorem ogdlnym
b, = (—a,) jest ciagiem malejacym.

Definicja: ciagi $cisle monotoniczne

Ciggi rosngce i malejgce nazywamy ciggami Scisle monotonicznymi.

Ciggi monotoniczne, to nie tylko ciagi Scisle monotoniczne, ale tez ciggi nierosnace
i niemalejace.

Przyktad 4
Uzasadnimy, ze cigg okreslony wzorem ogolnym a,, = [%} jest ciggiem niemalejacym.

Przypomnijmy, ze [x] to cze$¢ catkowita liczby . Czyli najwieksza liczba catkowita nie
wieksza od z.

Na przyktad:

Zatem jesli n jest liczbg parzystg, to 4 jest liczbg catkowitg i [%} = 5.
Jesli liczba n jest liczba nieparzystg, to ["T“] = [%} + 1.

Mozemy wigc zapisa¢, ze jeslin € N, i k € N, to
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o 0, n=2k
Gl =0 =11 p=2k—1

Czyli dla kazdejliczby naturalnej dodatniej n prawdziwa jest nier6wnosc a,+; — a, > 0,
co dowodzi, ze cigg jest niemalejacy.

Cigg rosngcy posiada wyraz najmniejszy. Czyli kazdy wyraz takiego ciggu jest wigekszy od
pewnej liczby rzeczywistej. O takim ciggu mowimy, ze jest ograniczony z dotu.

Definicja: ciag ograniczony z dotu

Moéwimy, ze ciag (a,,) jest ograniczony z dotu, jezeli istnieje taka liczba rzeczywista m, ze

dla kazdejliczby naturalnej dodatniejn spetniona jest nierownos¢ a,, > m.

Ciag malejgcy posiada wyraz najwiekszy. Czyli kazdy wyraz takiego ciggu jest mniejszy od
pewnejliczby rzeczywistej. O takim ciggu mowimy, ze jest ograniczony z gory.

Definicja: cigg ograniczony z géry

Mowimy, ze ciag (a,,) jest ograniczony z gory, jezeli istnieje taka liczba rzeczywista M, ze
dla kazdejliczby naturalnej dodatniejn spetniona jest nierownos¢ a,, < M.

Definicja: cigg ograniczony

Cigg (a,,) nazywamy ograniczonym, jesli istniejg dwie takie liczby rzeczywiste m i M, ze
dla kazdejliczby naturalnejn € N, spelniona jest nieréwnos$¢:

m<a, <M
Liczby m i M nazywamy odpowiednio ograniczeniem dolnym i gornym ciggu.
Przyktad 5

Wykazemy, ze cigg (a,) okreslony wzorem

a; =3
{an+1 = ay + m,w >1
jest ograniczony.
Wypisujemy kilka poczatkowych wyrazow ciggu.
3,33,32,33,34,...

Mozemy zapisa¢ przypuszczalny wzor na n-ty wyraz ciaggu

ap=3+21=34+1-1=4-41




Sprawdzamy swoje przypuszczenia.
a; = 3

_ 1 1
U1 = @n =4 — g — 4+ 5

n+l—n 1

On+1 — Qn = n(n+1) — n(n+l)

o 1
An+1 = G + n(n+1)

Czyli znaleziony wzor jest poprawny.
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Na podstawie powyzszych rozwazan zauwazamy, ze ciag (a,,) jest ciggiem rosnacym.
Najmniejszy wyraz tego ciggu to 3, a najwiekszy to 4. A zatem jest to cigg ograniczony.

3<a, <4

Liczba ograniczajgca ten cigg z gory to na przyklad 4, aliczba ograniczajgca cigg z dotu

to na przyktad 3.

Stownik

monotonicznos¢ ciggu

ciag (a,) okreslony wzorem ogélnym a,, = an + b jest dla kazdejliczby rzeczywistej b

e rosnacy, gdya > 0,
» malejgcy, gdya < 0,
o staly, gdya =0






Galeria zdje¢ interaktywnych

Polecenie 1

Zapoznaj sie z galerig zdje¢ interaktywnych. Sprébuj najpierw samodzielnie rozwigzaé zapisany
tam przyktad, a nastepnie poréwnaj z rozwigzaniem.

Polecenie 2

Wykaz, ze ciag (a,) okreslony wzorem

a; — 2
api1 = (—3a,)—1, n>1

nie jest monotoniczny.




Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @ () @

Cwiczenie 1 o

CL1:2

Ci okredlony wzorem
ag (an) y {an+1 % —1n>1

(O jest ciagiem statym
() jest ciagiem rosnacym
() nie jest ciaggiem monotonicznym

() jest ciagiem malejacym

Cwiczenie 2 o

a; =1
Ciag (a,) okreslony wzorem ! nie jest ciggiem monotonicznym. Zatem
ani1 = kap, n=>1

liczba k moze by¢ rowna:

O 0

O 1




Cwiczenie 3

Uzupetnij zdania, przeciggajac odpowiednie wyrazy.

nierosngcym ’ ‘ statym ’ ‘ niemalejgcym

Cwiczenie 4

Wiadomo, ze ciag (a,,) o wyrazach dodatnich jest ciagiem malejacym. Ciagi (b,), (¢,), (d,),
(er), (g,) okreslone sa podanymi wzorami. Przeciagnij wzory tych ciagéw do odpowiednich
pol.

Ciagi rosnace

1 1
cn —_— 7 . a,n g'fl pr— —a—n
b, = —2a ‘ d,=—-1.a
n n n D) n
e —_— l
Ciagi malejace T a




Cwiczenie 5

n + 1, dla n parzystych
Ciag (a,,) okreslony jest wzorem a,, — 4 * 2 4/ Parzysty
n, dla n nieparzystych

Zaznacz, ktére zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe.

Prawda Fatsz

O

Ten ciag jest nierosnacy. O

Ciag jest ograniczony z dotu
liczba 1.

Najmniejszy wyraz ciggu to
1.

Wyrazy asg = ay4.

O |O] O] O
O |O] O] O

Ten ciag jest nieograniczony
z gory.

Cwiczenie 6

Kazdy z ciagéw (ay,), (b,), (c,) okreSlonych odpowiednio wzorem ogdlnym a,, = I

b, =9, ¢cp, = % jest ciggiem ograniczonym.

Uzupetnij nieréwnosci, wpisujac odpowiednio: najwiekszg liczbe naturalng ograniczajaca dany
ciag z dotu i najmniejsza liczbe naturalng ograniczajgca dany cigg z gory.

Cwiczenie 7 @
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Wyznacz wszystkie nieujemne wyrazy ciagu (a,,) okreslonego wzorem ogdlnym

(n—1)!—n!

an = (n—1)4n!



Cwiczenie 8
Znajdz najmniejszy wyraz ciagu (a, ) okreslonego wzorem ogdlnym

1 1 1
n = T3 T 23 T T 2@



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: WiasnoSci ciggéw monotonicznych

Grupa docelowa: Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) oblicza wyrazy ciagu okreslonego wzorem ogolnym;

2) oblicza poczatkowe wyrazy ciggdw okreslonych rekurencyjnie, jak w przyktadach

{CL;[:0,00I
an:an+%°an(1_an)
a1 =1

as =1 :

An+2 = Qn+1 + Qn
3) w prostych przypadkach bada, czy cigg jest rosngcy, czy malejacy.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaci,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii,

» kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.

Cele operacyjne:
Uczen:

» odkrywa niektore wiasnoSci ciggéw monotonicznych,
» udowadnia wybrane wlasnosci ciggdw monotonicznych,
» wykorzystuje monotoniczno$c¢ ciggéw w zadaniach algebraicznych.

Strategie nauczania:



 konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

e tak —nie,
e kartki z kalendarza.

Formy zajeé:

e pracaw grupach,
e pracaw parach,
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer.

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

1. Uczniowie w parach metoda tak - nie powtarzajg wiadomosci na temat ciggoéw (jeden
z uczniow podaje stwierdzenie na temat ciggow, drugi okresla czy jest to stwierdzenie
prawdziwe czy falszywe).

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w matych grupach metoda kartki z kalendarza pracujg nad
przykladami opisanymi w sekcji Przeczytaj (uczniowie najpierw czytajg tres¢ danego
zadania, a nastepnie opierajgc sie¢ na znanych zadaniach podobnego typu, probujg
samodzielnie rozwigza¢ problem. W razie problemow, korzystaja z ,kartek
z kalendarza” - czyli zapiskow w zeszycie z poprzednich lekcji. Na koniec porownuja
swoje rozwigzania z przedstawionymi w przykiadach).

2. Podsumowaniem tego etapu lekciji jest wspolna dyskusja na temat sposobow
rozwigzywania zadan dotyczgcych monotonicznosci ciggow, a w szczegolnosci ciggow
okreslonych rekurencyjnie.

3. Uczniowie wspolnie opracowuja algorytm rozwiazywania takich zadan.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec¢,
poznane wiadomosci, uksztalttowane umiejetnosci. Liderzy grup opowiadaja
o ciekawych pomystach, ale tez problemach pracy w grupach.



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

Praca domowa:

Rozwigzanie zadan interaktywnych.

Materialy pomocnicze:

Monotoniczno$¢. Przyklady

Pojecie ciggu. Ciag jako funkcja zmiennej naturalne;j
Wskazowki metodyczne:

Galerie zdje¢ interaktywnych mozna wykorzysta¢ na zajeciach dotyczacych ciggoéw
rekurencyjnych.
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