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Obliczanie dtugosci odcinkow w wielokatach
z wykorzystaniem cech przystawania trojkatow

Zrédto: Robert Euro Djojoseputro, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

O figurach przystajacych

Niektore pojecia w matematyce szkolnejopierajg si¢ na intuicji. Taka sytuacja ma miejsce
m.in. w przypadku przystawania figur. Mowiac, ze dwie figury sg przystajgce, mamy na
mysli, Ze s3 one identyczne, czyli, ze daja si¢ na siebie nawzajem natozy¢, w taki sposob, by
sie pokryty.
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Zrédto: dostepny w internecie: www.pixabay.com, domena publiczna.
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W przypadku wielokatow mozemy porownywac boki i katy - wtedy przystawanie oznacza
rownosc¢ odpowiednich bokow i katow. W praktyce wygodnie jest korzystac z obiektow,
ktorych wlasnosci sg dobrze znane. Dlatego nie wprowadza sie cech przystawania
czworokatow, czy wielokgtow o wigkszejliczbie bokow, dla badania zwigzkéw miarowych,
ale bada sie trojkaty, ktore powstajg przez wyroznienie odpowiednich odcinkéw i punktow
danego wielokata.

Twoje cele

» Zastosujesz cechy przystawania trojkgtow, w tym trojkatow prostokatnych, do
badania zwigzkéw miarowych w wielokatach.

e Zastosujesz poznane zaleznosci w sytuacjach typowych i problemowych.



Przeczytaj

Przystawanie trojkatow w trapezie rownoramiennym

Rozwazmy trapez rownoramienny niebedgcy rownoleglobokiem, w ktérym AB || C'D oraz
|AD| = |BC], jak na rysunku.
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Trapez rbwnoramienny

Przez punkty odpowiednio E, F'lezace na podstawie AB, poprowadzmy odcinki C'F oraz
DEFE prostopadie do tej podstawy. Wtedy czworokat C DEF jest prostokatem

i w szczegdlnosci |CD| = |EF| oraz |CF| = | DE|. Oczywiscie odcinki CF, DE s
wysokosciami trapezu poprowadzonymi z wierzchotkéw odpowiednio C oraz D.

Udowodnimy teraz réwno$¢ odcinkow AFE oraz BF, ktorg tatwo widac” i zazwyczaj
korzysta si¢ z niej bez wczes$niejszego udowodnienia. Zauwazmy, ze trojkaty ADE oraz
BC'F sa trojkatami prostokatnymi, ktérych przeciwprostokatne sa réwne (trapez
rownoramienny). Ponadto rowne sg przyprostokatne C'F oraz DE. Zatem na mocy cechy
przystawania trojkatéw prostokatnych mamy, ze AADE = ABCF. Oznacza to, ze réwniez
odcinki AE oraz BF sg réwne. Ponadto, z faktu, ze |AE| + |EF| + |BF| = |AB|

. s , - oo AB|-|CD
i wezesniej wskazanych réownosci wynika, ze |AE| = |BF| = ||2#

Przyktad 1

Pokazemy, korzystajgc z wykazanej wczesSniej rownosci, ze w trapezie rownoramiennym,

w ktorym diuzsza podstawa ma dtugo$¢ a, a ramiona i krotsza podstawa majg dtugosci b,

wysokos$¢ poprowadzona na dtuzszg podstawe jest rowna M

Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku.
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Przyktad 2

W okrag o promieniu 10 wpisano trapez ABCD, ktérego ramie AD ma dtugosc¢ 6,
a podstawa AB jest $rednicg tego okregu, jak na rysunku.

Wyznaczymy pole tego trapezu.



Na poczatek udowodnimy, ze AABC = ABAD. Przystawanie tych tréjkatow pozwoli
stwierdzic, ze trapez ten jest rOwnoramienny (jak kazdy trapez wpisany w okrag) -
wowczas bedziemy mogli skorzystac ze zwigzkow miarowych wyznaczonych wczesnie;.

Trojkaty ABC oraz BAD s3 trojkatami prostokatnymi, gdyz kazdy trojkat, ktérego jednym
z bokow jest srednica okregu na nim opisanego, jest prostokatny. Zauwazmy, ze katy
ABD oraz BDC, jako naprzemianlegtle, sg rowne. Ale kat wpisany BAC jest rozpiety na
tym samym tuku, co kat BDC), zatem s3a one réwne. Oznacza to, ze trojkaty ABC oraz
BAD maja rowne katy ostre i wspolng przeciwprostokatng, co na mocy cech
przystawania trojkatow prostokgtnych dowodzi, iz sg one przystajace. Przystawanie to
oznacza w szczegolnosci, ze |AD| = | BC|. Zatem trapez jest rownoramienny.

Teraz przejdzmy do obliczen. Zauwazmy, ze |BD|* = |AB|* — |AD|* = 64, zatem

|BD| = 8. Pole trojkata ABD jest wiec rowne Pypp = + - |AD|-|BD| =1 -6-8 = 24.
Pole to mozemy wyrazi¢ takze jako Pypp = + - |AB| - |DE| = 5|DE|. Stad | DE| = 4,8
oraz |BE|> = |BD|* — |DE|* = 8 — (4,8)® = 40, 96. Czyli |BE| =6, 4.

. . . AB|-|CD . .
Skoro trapez jest rownoramienny, to |AE| = % Zauwazmy ponadto, ze
|BE| = |AB| — |AE| = |AB| — ‘AB‘;‘CD‘ = |AB'J2“|CD‘ , czyli odcinek ten jest rowny linii
srodkowej trapezu. Pozostaje zauwazy¢, ze ostatnia rownos¢ pozwala obliczy¢ krotszg

podstawe trapezu, ale nie jest to konieczne, bo otrzymane wyrazenie mozemy podstawic
do wzoru na pole trapezu:
ABH1°Dl . |DE| = |BE| - |DE| = 6,4 4,8 = 30, 72.

Pypcp =

Trojkaty przystajace w rownolegtoboku

Jesli w dowolnym rownolegtoboku poprowadzimy przekatne, to ich punkt przeciecia dzieli
je na potowy. Fakt ten jest powszechnie wykorzystywany i zgodny z intuicjg. W tym miejscu

te zaleznos¢ udowodnimy. Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku.
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Przekatne w réwnolegtoboku
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Zauwazmy, ze katy ABD i BDC oraz BAC'i ACD, jako naprzemianlegle, sa rowne.
Ponadto |AB| = |CD)|. Zatem na mocy cechy kat-bok-kgt mamy, ze AABS = ACDS. Stad
w szczegblnosci | BS| = |DS| oraz |AS| = |CS|, co oznacza, ze punkt S dzieli przekatne
BD oraz AC na potowy.

Pozostaje doda¢, ze otrzymane réownosci |BS| = |DS| oraz |AS| = |CS|, przy rownosci
katow wierzchotkowych, pozwalaja stwierdzi¢, ze rowniez trojkaty ASD oraz CSB sa
przystajace.

Jako wniosek warto podac¢, ze punkt S dzieli kazda z wysokosci PQ oraz RT tego
rownolegloboku na potowy, jak na rysunku.

Wysokosci rownolegtoboku

Ostatnig wlasno$¢ wykorzystamy do rozwigzania ponizszego problemu.
Przyktad 3

Odleglosci punktu przecigcia si¢ przekatnych rownolegtoboku ABCD od jego bokéw
AB i BC sg rowne odpowiednio 3 i 4. Obwod tego rownolegloboku jest rowny 28. Oblicz
pole rownolegtoboku.

Przyjrzyjmy sie rysunkowi.




Zauwazmy, ze odleglo$¢ punktu S od boku AB jest rowna dtugosci odcinka PSS, czyli jest
potowa wysoko$ci poprowadzonejna ten bok. Podobnie, odleglo$¢ punktu S od boku BC
jest rowna dlugosci odcinka T'S, czyli jest potowa wysoko$ci poprowadzonej na ten bok.
Pole P4pcp mozna wyrazic¢ jako iloczyn |AB| - | PQ| lub jako iloczyn |BC| - | RT|, stad
|BC| - |RT| = |AB| - |PQ|. Zatem |BC| - (2- |ST|) = |AB| - (2 - | PS|), stad

4|BC| = 3|AB|.

Ale 2|AB| + 2|BC| = 28, zatem 2|AB| + 2(3|AB|) = 28. Stad |AB| = 8 oraz
Papcp = 8- 6 = 48,

Pozostaje nadmieni¢, ze szukany rownolegtobok okazat si¢ by¢ prostokatem.

Trojkaty przystajace w rombie

Romb jest oczywiScie rownolegtobokiem, ale istnieje zasadniczy powod, dla ktorego warto
ten czworokat wyr6znic¢ i omowic¢ oddzielnie. Na poczatek udowodnimy wlasnos¢, z ktorej
korzysta si¢ bardzo czesto, nie wglebiajac sie w jej uzasadnienie - przekatne rombu dzielg
go na cztery trojkaty przystajace.

Triangulacja rombu



Zauwazmy, na mocy cechy bok-bok-bok, ze AABC = AADC. Ale kazdy z tréjkatow ABC
i ADC jest rownoramienny, zatem |<BAC| = |<DAC| = |<BCA| = |<DCA|. Wiemy, ze
w dowolnym réwnolegtoboku przekgtne sie potowig, zatem |BS| = | DS| oraz |AS| = |CS]|.
Stad, na mocy cechy bok-kat-bok przystajace sg trojkaty SAD i SCD oraz SABi SCB.
Analogicznie, na mocy cechy bok-kat-bok przystajgce sg trojkaty SCD i SCB. Relacja
przystawania jest przechodnia, co oznacza, ze ASAD = ASCD = ASAB = ASCB.

Oczywiscie, katy tych przystajacych trojkatow przy wierzchotku S sa réwne, co oznacza, ze
kazdy z nich jest katem prostym. Tym samym wykazali$my nie tylko, Ze przekatne rombu
dzielg go na cztery trojkaty przystajace, ale, ze kazdy z tych trojkatow jest prostokatny.

Warto wspomnie¢, ze prostopadlos$¢ przekatnych rownolegloboku jest warunkiem
wystarczajgcym, by taki rownoleglobok byl rombem.

Przyktad 4

Dluzsza przekatna rombu ABCD ma dlugoé¢ 44/5, a promien okregu o érodku S,
wpisanego w ten romb, jest rowny 2. Wyznaczymy pole i dlugos¢ boku rombu.

Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku, gdzie P jest punktem, w ktorym okrag wpisany
jest styczny do boku AB.

B

WykazaliSmy wczesniej, ze kazdy z trojkatow, na ktore przekatne dzielg dowolny romb,
jest trojkatem prostokgtnym - w szczegolnosci trojkat ASB. Zauwazmy, Ze
|<tSAP| = |<<BSP|, zatem trojkaty ASB i SPB sg podobne oraz ||ﬁ5\ 737 Ale

AP PS
|AP| = \/(% 4\/5> — 22 = 4. Zatem z warunku “AS“ IBSI wynika, ze 2f |328| '

Stad |BS| = v/ 5. Mozemy juz obliczy¢ pole rombu, jako sume pol czterech trojkatow
prostokatnych: P =4 - (% - 2/5 - \/5) = 20.




Dtugos¢ boku rombu mozna obliczy¢ korzystajgc np. z twierdzenia Pitagorasa, wtedy
é 2
|ABJ? = (2\/3) + /5" = 25. Mozna tez zauwazy¢, ze wysoko$¢ rombu jest réwna

Srednicy okregu wpisanego i skorzystac z obliczonego wczesniej pola. Wtedy
P =20 = |AB| - 4. Stad oczywiscie |AB| = 5.

Stownik
cechy przystawania trojkatow

zestaw twierdzen okreslajagcych warunki rownowazne wystepowania relacji przystawania
miedzy dwoma trojkgtami

linia sSrodkowa w trapezie

odcinek 1gczacy Srodki ramion w trapezie, jego dtugosc¢ jest Srednig arytmetyczna
dtugosci podstaw

trapez

czworokat, ktory ma co najmniejjedng pare bokow réwnoleglych



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z przyktadami przedstawionymi w animacji, a nastepnie wykonaj polecenia.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DlugUa8uW

Film nawigzujacy do tresci materialu dotyczgcej obliczania dtugosci odcinkow
w wielokatach.

Polecenie 2

Dany jest trapez réwnoramienny ABC D, o dtuzszej podstawi AB. Spodek E wysokosci
poprowadzonej z wierzchotka D dzieli podstawe A B na odcinki AE i BE o dtugosci
odpowiednio 4 i 6. Przekatna BD trapezu jest rowna 10. Oblicz dtugosci podstaw i pole
trapezu.

Polecenie 3

Kroétsza podstawa trapezu ma dtugosc 1, co stanowi 5% jego obwodu. Oblicz pole trapezu,
jesli ramiona i dtuzsza podstawa maja rowne dtugosci.

Polecenie 4

Kazde z ramion trapezu jest dwa razy krotsze od dtuzszej podstawy i jest o 2 dtuzsze od
krotszej podstawy. Krétsza podstawa jest rowna wysokosci trapezu. Oblicz obwéd trapezu.



https://zpe.gov.pl/a/D1ugUa8uW

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Stosunek dtugosci przekatnych rombu jest rowny p : g, a pole rombu jest rowne p - q.

Oblicz dtugos$é¢ boku rombu.

Cwiczenie 2 ©
Dany jest trapez prostokatny ABC D, w ktérym dtuzsza podstawa A B ma dtugosc

6, a krétsza ma dtugosé 3. Na ramieniu AD o dtugosci 12, prostopadtym do podstawy,
wybrano taki punkt £, ze suma jego odlegtosci od koncdéw drugiego ramienia trapezu
jest najmniejsza. Wyznacz |BE| + |CE)|.

Cwiczenie 3 ¢




Cwiczenie 4 O
Dwa kwadraty o boku dtugosci 6, ktérych odpowiednie osie symetrii pokrywajs sie, jak

na rysunku, tworza szesnastokat.

Wyznacz pole tego szesnastokata.

Cwiczenie 5 O

Cwiczenie 6 O



Cwiczenie 7
Prostokat ABC'D podzielono na sze$¢ przystajacych kwadratéw, ktérych wybrane

wierzchotki oznaczono, jako: P, Q, R, S, T jak na rysunku.

2 c
il P Q R
O O ©
A S B

Z wierzchotka D poprowadzono odcinki DP, D@, D R. Udowodnij, Ze suma miar
katdw ostrych, jakie te odcinki tworza z prosta P() jest rowna 90°.

Cwiczenie 8



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Czlapinski
Przedmiot: Matematyka

Temat: Obliczanie dlugosci odcinkéw w wielokatach z wykorzystaniem cech
przystawania trojkatow

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, klasa I lub I, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL Planimetria. Zakres podstawowy.

Uczen:

4) korzysta z wlasnosci katow i przekatnych w prostokatach, rownolegtobokach, rombach
i trapezach;

8) korzysta z cech podobienstwa trojkatow;

10) wskazuje podstawowe punkty szczegodlne w trojkacie: sSrodek okregu wpisanego
w trojkat, srodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, Srodek ciezkosci oraz
korzysta z ich wlasnosci;

12) przeprowadza dowody geometryczne.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje cyfrowe

Cele operacyjne:
Uczen:

* stosuje pojecie figur przystajacych

 stosuje pojecie trojkatow przystajgcych

 stosuje cechy przystawania trojkatow

 stosuje cechy przystawania trojkatow prostokatnych



o przeprowadza dowody geometryczne
Strategie nauczania:

» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e burza mozgow

Formy pracy:

» pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer; lekcje t¢ mozna przeprowadzic¢, majgc do dyspozycji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym

Przebieg lekcji
Faza wprowadzajaca:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie pojecia figur i wielokgtow przystajacych.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie pojecia przystawania trojkgtow i cech przystawania
trojkatow, metoda burzy mozgow.

2. Nastepnie nauczyciel prezentuje wczesniej przygotowany szkic trapezu
rownoramiennego o danych podstawach i prosi o wyznaczenie odlegltosci
wierzchotkow dolnej podstawy od spodkow wysokosci. Wybrany uczen prezentuje
wynik - wowczas nauczyciel prosi o uzasadnienie poprawnos$ci rozwigzania. Jesli
uzasadnienie poda uczen, to nauczyciel prosi pozostatych uczniow o zapisanie tego
dowodu do zeszytow. Jesli uczniowie nie podadza uzasadnienia lub bedg w nim istotne
luki, to nauczyciel prezentuje przygotowany wczesniej model i wspolnie z uczniami
przeprowadzajag dowdd przystawania odpowiednich trojkatow.

3. Nauczyciel prosi o wykonanie polecenia z Przyktadu 1. Uczniowie pracujg w parach.
Wybrany uczen prezentuje rozwigzanie na tablicy.

4. Nastepnie nauczyciel prosi o rozwigzanie problemu opisanego w Przyktadzie 2.
Uczniowie pracujg indywidualnie. Wybrany uczen prezentuje rozwigzanie na tablicy.



10.

Nauczyciel akcentuje, ze jeden z odcinkow w trapezie rownoramiennym, na jakie
spodek wysokosci dzieli dluzsza podstawe, jest rowny linii Srodkowej trapezu.

. Nauczyciel prosi o podanie zaleznosci miedzy przekatnymi w rownolegtoboku,

a nastepnie o udowodnienie tejzaleznosci. Jesli uzasadnienie poda uczen, to
nauczyciel prosi pozostatych uczniow o zapisanie tego dowodu do zeszytow. Jesli
uczniowie nie podadza uzasadnienia lub bedg w nim istotne luki, to nauczyciel
wspolnie z uczniami przeprowadzajg dowod przystawania odpowiednich trojkatow.
Uczniowie zapisujg twierdzenie o podziale wysokosci w rownolegloboku.

. Nastepnie nauczyciel prosi o rozwigzanie problemu opisanego w Przyktadzie 3.

Uczniowie pracujg indywidualnie. Wybrany uczen prezentuje rozwigzanie na tablicy.
Nauczyciel akcentuje, ze w rownolegloboku mozna przeprowadzi¢ z reguty dwie rézne
wysokosci.

. Nauczyciel prosi o podanie zaleznosci miedzy przekatnymi w rombie i trojkatami

wyznaczonymi przez te przekatne, a nastepnie prosi o udowodnienie tych zalezno$ci,
poprzez wykazanie przystawania odpowiednich trojkatow. Jesli uzasadnienie poda
uczen, to nauczyciel prosi pozostatych ucznioéw o zapisanie tego dowodu do zeszytow.
Jesli uczniowie nie podadzg uzasadnienia lub beda w nim istotne luki, to nauczyciel
wspolnie z uczniami przeprowadzajg dowod przystawania odpowiednich trojkatow.

. Nastepnie nauczyciel prosi o rozwigzanie problemu opisanego w Przykladzie 4.

Uczniowie pracujg indywidualnie. Wybrany uczen prezentuje rozwigzanie na tablicy.

. Na koniec nauczyciel prosi o uruchomienie aplikacji multimedialneji wykonanie

dotaczonych polecen.
Uczniowie wykonuja zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z réznych dzialow matematyki.

Faza podsumowujaca:

Nauczyciel prosi wybranych uczniow o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekcji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie

zostaty wykonane w czasie zajgc.

Materialy pomocnicze:

Przystawanie trojkatow

Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna zastosowa¢ w ramach realizacji tematu o wiasnosciach trapezu.


https://epodreczniki.pl/a/przystawanie-trojkatow/D5vaFG4SG

