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Sprowadzanie utamkow algebraicznych do wspdlnego

mianownika

Zrodto: dostepny w internecie: pikrepo.com, domena publiczna.

Jezeli chcemy porownac lub doda¢ dwa utamki zwykle, pomocne jest sprowadzenie ich do
wspolnego mianownika.

Mozemy to zrobi¢ na wiele sposobow.

% wspolnym mianownikiem moze by¢ 40 - gdy kazdy

Na przykiad dla utamkow % i
z utamkow rozszerzymy przez mianownik drugiego ulamka. Zwykle jednak wygodnie jest
dobra¢ wspolny mianownik tak, by byt mozliwie najmniejszy - w naszym przypadku bedzie

to najmniejsza wspolna wielokrotnos¢ liczb 4 i 10, czyli 20.

W przypadku ulamkow algebraicznych sprowadzanie do wspolnego mianownika jest
potrzebne, gdy chcemy takie utamki dodawac¢ lub odejmowac - i bedziemy tu postepowac
analogicznie, jak w przypadku utamkow zwyktych.

Twoje cele

» Sprowadzisz ulamki algebraiczne do wspolnego mianownika.
» Wyznaczysz optymalny wspolny mianownik.



Przeczytaj

Rozwazmy nieskracalne wyrazenia wymierne gg; oraz gg; , gdzie
F(z), G(z), P(x), Q(z) to wielomiany, przy czym G(x) i Q(x) nie s3 wielomianami
Z€erowymi.

Aby sprowadzi¢ wyrazenia wymierne % i % do wspolnego mianownika:

1. rozktadamy mianowniki G(z) i Q(z) do postaci iloczynowej (iloczyn wielomianow
nierozktadalnych, wielomiany rozniace si¢ tylko przemnozeniem przez statg
zapisujemy w tej samej postaci);

2. wspolnym mianownikiem obu utamkow bedzie iloczyn wielomianu G(z) i tych
czynnikow z rozktadu Q(x), ktére nie wystepuja w rozktadzie G(z) (uwzgledniamy
krotnosci);

3. rozszerzamy oba utamki przez odpowiednie czynniki tak, by sprowadzi¢ je do
wyznaczonego wspolnego mianownika;

4. pamietamy o okresleniu zatozen.

Postepujac w powyzszy sposob, uzyskamy wspolny mianownik mozliwie najmniejszego
stopnia.

Wyjasnimy dzialanie opisanego algorytmu, analizujac kolejne przyktady.
Przyktad 1

Sprowadzimy do wspoélnego mianownika utamki.

2 5
3z~ Tz
Rozwigzanie

e Optymalnym wspolnym mianownikiem bedzie 21zx.

2 14 5 _ 15
e Mamy 5 = 57, oraz =~ = .

 Drziedzina wyrazenia algebraicznego z € R \ {0}.

5

92

_7_
1223

« Wspolnym mianownikiem bedzie wspolna wielokrotnos¢ wielomianow 92 i 12z3.

Zauwazmy, ze NWW (9; 12) = 36, wiec optymalny wspolny mianownik w tym
przypadku to 36z



javascript:void(0);
javascript:void(0);

20z : 7 21

3623 ! 1225 — 362

e Rozszerzajac odpowiednio utamki, uzyskujemy % =

. 2R\ {0}

e Wspolnym mianownikiem jest tu 14z.

e Rozszerzajac odpowiednio ulamki, uzyskujemy 174 = % i = %.
« z € R\ {0}
Przyktad 2

Sprowadzimy do wspolnego mianownika utamki.

r+1 i z—4
(z+3)(z—2) * (z+2)(z—2)

e Zauwazmy, ze wspolny mianownik to (z + 3)(z + 2)(x — 2).

z+1 _ (z1)(z+2)
(z+3)(z—2) — (z+3)(z+2)(z—2)
z—4 o (z—4)(z+3)

(z+2)(z—2) ~  (z+3)(z+2)(z—2)
e Zalozenia: x€ER\-3:-2:2.

z—1 i 3x+1
(22—6)(z+4) (z—3)(3z+12)

e Zauwazmy, ze z niektorych nawiasow w mianownikach mozemy wylaczy¢ wspolny

czynnik.
z—1 _ z—1
(2z—6)(z+4) — 2(z—3)(z+4)
3z+1 3z+1

(z—3)(3z+12) 3(z—3)(z+4)
« Dzieki takiemu zapisowi wida¢, ze wspolny mianownik to 6(z — 3)(z + 4).

z—1 o 3(z—1)
(2z—6)(z+4) ~—  6(z—3)(z+4)
3z+1 _ _ 2(3z+1)

(z—3)(3z+12) 6(z—3)(z+4)
e Zalozenia: x€R\-4;3.

x2—4 i x241
(5—z)(3—z) = (z—5)(z+4)

. . ! _ !
e Zauwazmy, ze -2)B-2) — (a-5)@-3)"

« Zatem wspolnym mianownikiem moze by¢ iloczyn (z — 5)(x — 3)(z + 4).

224 _ (z2—4)(z+4)
(5—z)(3—z) (z—5)(z—3)(z+4)
2241 (z241) (z—3)

@5)@+td) — (2-5)(@+4)(z—3)
e Zalozenia: xER\-4:3:5.



W przedstawionych rozwigzaniach mianownik, a czasem tez licznik sg zwykle
pozostawione w postaci iloczynowej. W razie potrzeby mozna je przeksztalci¢ do innej

formy.
Przyktad 3

Sprowadzimy do wspolnego mianownika ponizsze utamki.

z+3 i br—1
42228z 6x3—42x2

e Zapiszmy mianowniki utamkow w postaci iloczynowe;.

z+3 o z+3
4z?—28z ~ Adz(z-T)
5z—1 5z—1

6x3—42z> = 6x%(x—7)
« Mozemy zauwazy¢, ze wspolnym mianownikiem bedzie iloczyn 12z%(z — 7).
e Rozszerzmy odpowiednio utamki, sprowadzajgc je do wspolnego mianownika.

z+3  _ _3x(z+3)
42228z ~  122%(x-7)
5z—-1 2(5z—1)

6x3—42z2 —  12z%(z—7)
e Zalozenia: x€R\0:7.

22247 . 3z2—4
36x24+42x—18 3022—55x2+15

o Zapiszmy mianowniki utamkéw w postaci iloczynowe;.

22247 _ 2z24+7
36x2+42z—18 ~ 6(3z—1)(2z+3)
3r2—4 3r2—4

30z7—55z+15  5(3z—1)(2z—3)

o Przy takim zapisie tatwo zauwazy¢, ze wspolnym mianownikiem moze by¢
wyrazenie 30(3z — 1)(2z + 3)(2z — 3).

o Rozszerzmy zatem odpowiednio utamki, sprowadzajgc je do wspolnego

mianownika.
22247 . 5(222+7) (2z—3)
3622+42x—18 — 30(3z—1)(2z+3)(2z—3)
3224 - 6(32°—4)(22+3)

30x2—55z+15 —  30(3z—1)(2z+3)(22—3)
o Zalozenia: x€R\-32;13;32.

Przyktad 4

Sprowadzimy do wspolnego mianownika utamki.

22—dz+4 2242
z2—4 2 +4x+4

e Zapiszmy mianowniki w postaci iloczynowej. Zauwazmy, ze warto rowniez zamienic
na iloczyn licznik pierwszego utamka, co pozwoli na jego skrocenie.



javascript:void(0);

[ e ($—2)2 z—2

2—4 (z+2)(z—2)  z+2
2242 — 2242
2 +4x+4 (z+2)*

 Teraz mozemy zauwazy¢, ze optymalny wspolny mianownik to (z + 2)

22 —4z+4 — (z—2)(z+2)
z2—4 (z+2)?

Drugi utamek pozostaje w postaci

e Zalozenia: xER\-2:2.
(Pamietajmy, by podajgc zatozenia, uwzgledni¢ sytuacje poczatkows - przed
skracaniem przez x — 2).

2

242
(z+2)°

3z°—z? i 422 —122—16
25—1623 = 222—16x+32

e Po zapisaniu licznikéw i mianownikow w postaci iloczynowej utamki mozemy

skrocic.
3z —z? z?(3z—1) z?(3z—1) 3z—1
251623  23(22—16)  o3(x—4)(a+4)  z(z—4)(z+4)
42212216 _ A4(@°=32—4) _ 4@—4)(a+1) _ 2(z+1)
2¢?—-16z+32  2(z?—8z+16) 2(z—4)? = =4
 Zatem wspolnym mianownikiem moze by¢ iloczyn z(z — 4)(z + 4).
3z3—z? 3z—1

z°—162° z(z—4)(z+4)
42212216 __ 2z(z+1)(z+4)
2z%—16x+32 z(z—4)(z+4)

e Zalozenia: xER\-4:0:4.

Stownik
dziedzina wyrazenia algebraicznego

zbior tych wszystkich liczb rzeczywistych, dla ktorych wyrazenie algebraiczne ma sens
liczbowy

okreslenie zatozen

podanie dla wszystkich zmiennych wystepujacych w wyrazeniu warunkow, przy ktorych
wyrazenie ma sens, np.:

1. mianowniki ulamkow i liczby, przez ktore dzielimy, muszg by¢ rézne od zera;

2. pierwiastki stopnia parzystego nie sg okreslone dla liczb ujemnych;

3. podstawa logarytmu i liczba logarytmowana muszg by¢ dodatnie, ponadto podstawa
logarytmu musi by¢ rézna od 1;

4. nie mozna podnosi¢ zera do potegi o wykladniku 0

postac iloczynowa wielomianu




jezeli wielomian W (z) = a,z" + a,_12" ' + ... stopnia n man pierwiastkow
x1, *3,..., Tn, 0 MozNa go zapisa¢ w postaci iloczynowe;
W(z) =a,(x —z1)(z — 23) ... (x — z,)



Gra edukacyjna

Polecenie 1

Zagraj w gre, w ktorej nalezy dopasowac najprostszy wspdélny mianownik dla dwoéch utamkow.
Nastepnie rozwiaz polecenia.

Polecenie 2
. . 1 1 . . . .
Sprowadz utamki = oraz T IR T 96T do najprostszego wspdolnego mianownika.

Polecenie 3

. 1 . , . .
| e do najprostszego wspolnego mianownika.

, . 1
Sprowadz utamki ——=-—

Polecenie 4

L oraz ﬁ do najprostszego wspdlnego mianownika.

Sprowadz utamki > i

+4x—12




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wskaz wszystkie przyktady, w ktérych utamki ley i

mianownika (niekoniecznie najprostszego).

[:j 5 i 3z
13523 13523

[:] 3 i 2x
753 ' 7hxd

[:] 9 i bx
22513 22523

D 9z2 i 53
22525 2255

[:] 45 i 25x
1125z3 112523

9332 i 5373
225z ' 22520

Cwiczenie 2

z+1

Wskaz wspolny mianownik wyrazen ——;

22— x+6

22 +x — 3

x2+2x —3

o O O O

2+x—6

2
oraz —
T

O

ley zostaty sprowadzone do wspdlnego



Cwiczenie 3

Sprowadz wyrazenia do wspdlnego mianownika.
Przeciggnij w puste pola wtasciwe utamki.

a+l i z+4 | ;
=3 . -1
224 T7z—12 22—2x+1 z2—1 224z—12
(z—3)(z—1) (z—-3)(z—1) (z—3)(z—1) (z—-3)(z—1)

Cwiczenie 4

Sprowadz wyrazenia do wspoélnego mianownika.
Przeciggnij w puste pola odpowiednie utamki.

a)

3z—1 _ [ ; z+2 _ 1 ;

2+1 =2 T

b)

z=3 _ | | 3o+l _ 1 |

242 — ; z—=1 — }
3x3+a2+6x+2 34222+ 142 3x2—Tx+2

x2—4z+3
(z2+2)(z—1)

(z2+2)(z—1) (z2+1)(z—2) (z2+1)(z—2)

Cwiczenie 5

Wszystkie utamki sprowadzono do wspdélnego mianownika.
Potacz w pary utamek i jego rozszerzenie.

z—4 822425243

z+3 (z+3)(4z—1)

z+1 8x2—6x+1
4z—1 (z+3)(4z—1)
Bz+1 42’ —17x44
4z—1 (z+3)(4z—1)
2z—1 2’ +4z+3

z+3 (@+3)(4z—1)



Cwiczenie 6

Wspdlnym mianownikiem wyrazen 2“:;11 i mﬁb jest 2% + Tz + 3.
Zatem b =
Cwiczenie 7

i 1
x2—z—6°

Wskaz najprostszy wspélny mianownik utamkéw :c2+21a:—15

Okresl potrzebne zatozenia.

(z —5)(x—3)(x+2)

z e R\ {-2;3;5}

(z+5)(z +2)(z — 3)

z € R\ {-5;-3;2}

z € R\ {-3;2;5}

(z+3)(z—2)(x —5)

z € R\ {-5;-2;3}

o o o o o 0o O O

(z —2)(z+ 3)(x + 5)



Cwiczenie 8

. 1
Dane sg utamki 57T 7

2_11z—10

1

oraz o

3_9x2+4x+15

najprostszy wspoélny mianownik tych utamkéw.

o o o o o o g

(2z — 5)

(z+1)

(x +2)

@

. Oznacz czynniki, ktérych iloczyn utworzy



Dla nauczyciela

Autor: Michat Niedzwiedz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Sprowadzanie utamkow algebraicznych do wspolnego mianownika
Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

8) dodaje i odejmuje wyrazenia wymierne, w przypadkach nie trudniejszych niz: —2— — +

z+1 T’
1 1 1 z+1 z—1 .,
i 2l i e i ey o

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;
« kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe;
» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:

Uczen:

o sprowadza utamki algebraiczne do wspolnego mianownika.
e wyznacza optymalny wspolny mianownik.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o metoda tekstu przewodniego;
o metoda kota i myszy.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:
Faza wstepna:

o Uczniowie przypominaja jak sprowadza si¢ utamki zwykle do wspolnego mianownika.
o Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ i wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

» Uczniowie w parach zapoznaja si¢ z trescig sekcji ,Przeczytaj’, a nastepnie metodg kot
i mysz rozwigzuja ¢wiczenia interaktywne w sekcji ,,Sprawdz sie”.

o Mysz stara si¢ jak najlepiejrozwigzac zadania, a kot sprawdza ich poprawnos¢.Po 2
nieudanych probach kot ,tapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra toczyta si¢ dalej - role
uczniow odwracajg sie i mysz staje sie kotem - procedura sie powtarza.

Faza podsumowujaca:

» Uczniowie w parach graja w gre edukacyjna.
» Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajac im tym samym informaciji zwrotne.

Praca domowa:

Uczniowie rozwigzujg polecenia w sekciji ,Gra edukacyjna”
Materialy pomocnicze:

Wyrazenia wymierne

Wskazowki metodyczne:

Gra edukacyjna moze postuzy¢ powtorzeniu materiatu przed kartkowka.


https://epodreczniki.pl/a/wyrazenia-wymierne-rownania-wymierne/D4lF7cpV7

