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Analiza podejscia rekurencyjnego i iteracyjnego -
zadania maturalne

o

@ 7r6dto: Mitchell Luo, domena publiczna.

Wiesz juz, czym charakteryzuje sie podejScie rekurencyjne, a czym iteracyjne (zagadnienie
to zostato szczegotowo omowione w e-materiale Analiza podejscia rekurencyjnego

i iteracyjnego). W tym e-materiale rozwigzemy przyktadowe zadania maturalne, w ktorych
w praktyce przecwiczymy dobieranie odpowiedniego algorytmu do analizowanego
problemu.

O tym, jak zagadnienie rekurencji wyjaSnia matematyka, przeczytasz w e-materiatach:

Ciag okreslony rekurencyjnie,

Ciagg geometryczny okreslony rekurencyjnie,

Wzor ogodlny ciggu okreslonego rekurencyjnie,

Ciag arytmetyczny okreslony wzorem rekurencyjnym.

Analize algorytmow iteracyjnych i rekurencyjnych w wybranych jezykach programowania
znajdziesz w e-materiatach:

» Analiza podejscia rekurencyjnego i iteracyjnego w jezyku C++,

» Analiza podejScia rekurencyjnego i iteracyjnego w jezyku Java,

» Analiza podejscia rekurencyjnego i iteracyjnego w jezyku Python.
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Scharakteryzujesz roznice miedzy podejsciem iteracyjnym a rekurencyjnym.
Przeanalizujesz sposob rozwiazywania typowych zadan maturalnych
wykorzystujacych zaréwno rekurencje, jak i iteracje.

Rozwigzesz samodzielnie kilka zadan maturalnych wymagajacych zastosowania
technik rekurencyjnych i iteracyjnych.



Przeczytaj

Zadanie 1. Liczby Fibonacciego
Liczby Fibonacciego sg definiowane w nastepujacy sposob:
Fi =1, Fp =1,

Fn = Fh-1 + Fh-2dlan=3,4, ..

Rekurencyjny algorytm, ktory stuzy do obliczania wartosci F), dla dowolnegon >= 1,
mozna zapisa¢ nastepujaco:

funkcja F(n)
jesli n =1 lub n = 2:
wynikiem jest 1
W przeciwnym razie:
wynikiem jest F(n - 1) + F(n - 2)

Zadanie zostato opracowane przez CKE i pojawito si¢ na I czesci egzaminu maturalnego
z informatyki w czerwcu 2018 roku (poziom rozszerzony, egzamin w tzw. starej formule).
Caly arkusz mozna znalez¢ na stronie internetowej CKE.

Zadanie 1.1

Zapisz w wybranej przez siebie notacji (w jezyku programowania lub w pseudokodzie)
algorytm iteracyjny, ktory stuzy do obliczania wartosci liczby F}, dla dowolnego n > 1.
Algorytm nie moze uzywac tablic.

Rozwigzanie przedstawimy przy uzyciu pseudokodu ze wzgledu na fakt, ze zadania
maturalne dotyczace programowania mozna rozwigza¢ w wybranym jezyku
programowania: C++, Java lub Python.

Praca domowa

Zaimplementuj przedstawione rozwigzanie w wybranym jezyku programowania: C++,
Java, Python.

Przyktadowe rozwiazanie:

Mamy przedstawic¢ algorytm, ktory bedzie oblicza¢ wartos¢ elementu ciggu Fibonacciego
o podanym indeksie. Postuzymy sie technika iteracyjng (czyli wykonamy okreslong liczbe
powtorzen pewnych czynnosci).



1. Definiujemy zmienng indeks, ktora bedzie przechowywac indeks wyliczanego
elementu ciggu:

indeks < n

2. Piszemy instrukcje warunkowg umozliwiajgcg obliczenie warto$ci pierwszego lub
drugiego elementu ciggu Fibonacciego. W obu przypadkach podajemy wowczas
warto$¢ 1:

indeks < n

jezelli indeks = 1 lub indeks = 2:
wypisz(1)
W przeciwnym razie:

3. Aby obliczy¢ wartos¢ elementu o indeksie numer 3 lub wyzszym, stosujemy iteracje.
Tworzymy najpierw trzy zmienne:
o aktualna - przechowuje wartos¢ wyliczong dla obecnego indeksu,
o poprzednia - przechowuje wartos$¢ elementu o indeksie nizszym o 1,
o bPoprzednia - przechowuje wartos¢ elementu o indeksie nizszym o 2.

indeks < n

jezeli indeks = 1 lub indeks = 2:
wypisz(1)
W przeciwnym razie:
aktualna < 0
poprzednia < 1
bPoprzednia < 1

4. Tworzymy petle d1la, w ktorejbeda obliczane warto$ci kolejnych elementow ciggu
Fibonacciego (licznik petli inicjujemy warto$cig 3, poniewaz dwa pierwsze elementy
ciggu juz znamy):

indeks < n

jezelli indeks = 1 LUB indeks = 2:
wypisz(1)


javascript:void(0);

W przeciwnym razie:
aktualna < 0
poprzednia < 1
bPoprzednia < 1

dla i1 = 3, 4, ..., indeks wykonuj:

5. Wewnatrz petli wykonane zostang trzy dziatania:
1. obliczenie wartoSci elementu ciggu o aktualnym indeksie (suma dwoch
poprzednich elementow);
2. warto$c¢ o indeksie nizszym o 1 na potrzeby nastepnego cyklu petli stanie
sie warto$cig o indeksie nizszym o 2;
3. warto$c¢ aktualna na potrzeby nastepnego cyklu petli stanie si¢ wartoscig
o indeksie nizszym o 1.

indeks < n

jezeli indeks = 1 LUB indeks = 2:
wypisz(1)
W przeciwnym razie:
aktualna < 0
poprzednia < 1
bPoprzednia < 1

dla 1 = 3, 4, ..., indeks wykonuj:
aktualna < poprzednia + bPoprzednia
bPoprzednia ~ poprzednia

poprzednia « aktualna

wypisz(aktualna)

Schemat oceniania:

e 2 p.-zapoprawny algorytm (w tym za prawidtowe zapisanie warunkoéw poczatkowych

iiteracji1lp.).
e 1p.-zazapamietanie tylko dwoch poprzednich wyrazow ciggu.
e 0p.-zapodanie odpowiedzi btednejalbo brak odpowiedzi.

Za przedstawione rozwigzanie zadania otrzymalibySmy 2 punkty, poniewaz prawidtowo
zapisane zostaty warunki poczatkowe (dla indeksow 11 2) oraz petla iteracyjna.



Zadanie 1.2

Aby obliczy¢ Fy5, wywotlano najpierw funkcje iteracyjng, a potem - rekurencyjng. Okazato
sie, ze czas trwania obliczen realizowanych przez funkcje rekurencyjna byt dtugi, podczas
gdy funkcja iteracyjna prawie natychmiast podata wynik. Uzasadnij dtugi czas dziatania
funkciji rekurencyjne;j.

Przyktadowe rozwigzanie:

Jedna z lepszych wizualizacji rekurenciji jest zapisanie jej w postaci drzewa, w ktorym
poszczegoblne wywotania funkcji uruchamiaja kolejne jej wywotania (az do napotkania
przypadku podstawowego). Wielokrotne wywolywanie powoduje wielokrotne obliczanie
tych samych wartosci. Poszczegolne elementy ciggu Fibonacciego wyliczane sg zatem bez
brania pod uwage wyrazéw juz znanych. Za kazdym razem funkcja rekurencyjna dochodzi
do przypadku podstawowego. Ponadto im dalszy wyraz ciggu Fibonacciego ma zostac
obliczony, tym wiecej powtorzen jest wykonywanych. Z tego powodu taka technika okazuje
sie¢ wolniejsza od metody iteracyjneji daje ztozonos¢ wykladniczg od n.

Schemat oceniania:

e 1p.-zapoprawng odpowiedz.
e 0p.-zapodanie odpowiedzi btednejalbo brak odpowiedzi.

Nasza odpowiedz jest troche obszerniejsza niz ta przedstawiona w arkuszu sporzagdzonym
przez CKE, ale wyjasnia powo6d wolniejszego dziatania algorytmu rekurencyjnego.
W rezultacie na egzaminie otrzymaliby$my 1 punkt.

Stownik
iteracja

technika programowania polegajgca na wielokrotnym powtarzaniu zapisanego ciggu
instrukcji az do spelnienia okreslonego warunku
rekurencja

technika programowania, w ktorej funkcja wywotuje samg siebie az do napotkania
przypadku podstawowego, czyli takiego, ktorego nie da si¢ roztozy¢ na mniejsze
problemy; przyktad przypadku podstawowego dla obliczania pigtego wyrazu ciggu
Fibonacciego:

fib(4) = fib(3) + fib(2) = (fib(2) + fib(1)) + (fib(1) + fib(0)) =
= ((fib(1) + fib(0)) + fib(1)) + fib(1)) + (fib(1) + fib(0)) =

=((1+0+1)+(1+0 =3




przypadek podstawowy

wartos¢, dla ktorej funkcja rekurencyjna zwraca okreslony wynik



Prezentacja multimedialna

Zadanie 1.3

Aby przyspieszy¢ rekurencyjne obliczanie wartosci n-tego wyrazu ciggu Fibonacciego,
mozna skorzysta¢ z nastepujgcych wzoréw, prawdziwych dla dowolnego catkowitego k > 2:

Fok = (Fk+1)%2 - (Fk-1)?
Fok -1 = (F)2 + (Fr - q)?

Zapisz w wybranej przez siebie notacji (w postaci listy krokow, w jezyku programowania lub
w pseudokodzie) algorytm rekurencyjny, ktory stuzy do obliczania wartosci liczby Fi, dla
dowolnego n > 11 korzysta z tych wzorow.

Zadanie zostato opracowane przez CKE i pojawito si¢ na I czes$ci egzaminu maturalnego
z informatyki w czerwcu 2018 roku (poziom rozszerzony, egzamin w tzw. starej formule).
Caly arkusz mozna znalez¢ na stronie internetowej CKE.

Polecenie 1

Przedstaw rozwigzanie zadania w postaci programu w jezyku C++, Java lub Python.




Polecenie 2

Poroéwnaj swoje rozwiazanie z przedstawionym w prezentacji.

Rozwigzanie

ORE

Wiecej zadan maturalnych znajdziesz w zbiorze
dostepnym na stronie internetowej Okregowej

Komisji Egzaminacyjnej w Warszawie.
Zrédto: OKE, oke.waw.pl, tylko do uzytku edukacyjnego.

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/PQONR5wh

To zadanie jest nieznacznie trudniejsze od
wczesniejszych, poniewaz wymaga uzycia
przedstawionych w arkuszu wzordw, z ktérych
wiele oséb zapewne jeszcze nie korzystato.

@ Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/PQONR5wh



Najpierw definiujemy wtasng funkcje
obliczajacg kwadrat pewnej liczby. Bedzie ona
potrzebna do wyznaczania poszczegdlnych
elementodw ciagu:

Materiat audio dostepny pod adresem: @
https:/zpe.gov.pl/b/PQONR5wh

Nastepnie zdefiniujemy funkcje rekurencyjna
fibonacci(), ktéra bedzie oblicza¢ wartos¢
wybranego elementu ciggu:

@ Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/PQONR5wh

Pierwszymi sktadnikami funkcji fibonacci()
bedg zmienne i oraz k. S3 one potrzebne do
modyfikowania indeksu tak, aby zgadzat sie ze
wzorami:

Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/PQONR5wh

Podajemy dwa przypadki, ktére powoduja
zwrocenie przez funkcje wartosci 1. Chodzi
oczywiscie o obliczenie dwodch pierwszych
elementow ciaggu Fibonacciego:



@ Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/PQONR5wh

Nastepnie ustalimy warunek, ktéry pozwoli
wybraé wersje wzoru uzywanego do wyliczania
elementu ciggu (jeden wariant jest
wykorzystywany w przypadku indekséow
parzystych, a drugi nieparzystych). Jesli indeks
jest parzysty, uzywamy pierwszego wzoru:

Operator mod oznacza reszte z dzielenia,
natomiast div dzielenie catkowitoliczbowe.

Materiat audio dostepny pod adresem: @
https:/zpe.gov.pl/b/PQONR5wh

Dla elementéw o indeksach nieparzystych
stosujemy drugi wzor:

Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/PQONR5wh

Skoro algorytm jest gotowy, zapoznaj sie

z zasadami przyznawania punktéw na egzaminie
i sprawdz, czy przedstawione rozwigzanie
spetnito wszystkie kryteria.



Ciag Fibonacciego mozna odnalez¢ w wielu
otaczajgcych nas elementach $wiata przyrody.
Zrodto: Max Ronnersjo, p.wikipedia.org, CC BY-SA 3.0.

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/PQONR5wh
Schemat punktowania

o 2 pkt - za poprawng odpowiedz,
w tym:

» 1 pkt - za prawidtowe
zdefiniowanie warunkow;

= 1 pkt - za prawidtowe
wywotania rekurencyjne;

= 0 pkt - za podanie
odpowiedzi btednej albo brak
odpowiedzi.

Nasze rozwiazanie jest bardzo podobne do
przyktadowego, mozemy wiec stwierdzi¢, ze
otrzymaliby$smy maksymalna liczbe punktéw.
Prawidtowo zdefiniowalismy warunki uzycia
poszczegblnych wzoréw oraz wywotania funkcji
rekurencyjnej.

Zrédto: Contentplus.pl Sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.






Sprawdz sie

Zadanie 2

Ciag Fibonacciego to cigg liczb naturalnych okreslony rekurencyjnie w sposob nastepujacy:
F1 =1, Fy =1, akazdy nastepny element ciggu jest sumga dwoch poprzednich, czyli:

0 dlan =20
F,o=11 dlan =1
Fn—l +Fn—2 dlan >1

Binarny fraktal Fibonacciego to dwuwymiarowa tablica zawierajaca w kolejnych wierszach
binarne zapisy kolejnych liczb Fibonacciego, gdzie kazde zero w zapisie zastgpiono biatym
kwadratem, a kazdg jedynke czarnym kwadratem (p. rysunek). Wszystkie binarne zapisy
powinny skladac¢ si¢ z jednakowejliczby cyfr, czyli do zapisow kroétszych niz najdtuzszy
nalezy dodac¢ zera wiodace.

n F, zapis binarny F, binarny fraktal Fibonacciego
1 1 000001
2 1 000001
3 2 000010
4 3 000011
5 5 000101
6 8 001000
7 13 001101
8 21 010101
9 34 100010
10 55 1710111
Napisz program, ktory znajdzie wszystkie liczby pierwsze wsrod liczb Fy |, Fy | ..., Fy.

Zapisz kazda z liczb w osobnym wierszu pliku pierwsze. txt.
Do oceny oddajesz:

o plik pierwsze.txt zawierajacy odpowiedz (wszystkie liczby pierwsze wsrod liczb FY |
Fy , ..., Fy, kazda z nich zapisana w osobnym wierszu);

 plik(i) z komputerowq realizacja zadania (kodem programu).

Zadanie zostato opracowane przez CKE i pojawito si¢ w zbiorze zadan maturalnych

z informatyki. Caty zbior mozna znalez¢ na stronie internetowej Centralnej Komisji



| Egzaminacyjne;j.

Przetestuj dzialanie programu dla danych z tresci zadania. Twoj program powinien
wypisywac rozwigzanie na ekran, a nie zapisywac je do pliku.
Pokaz ¢wiczenia: O 0 @



Cwiczenie 1

JEZYK C++

Twoje zadania

1. Program w jezyku C++ wypisuje wszystkie liczby ciggu Fibonacciego od 1 do 40
wyrazu, ktore s3 liczbami pierwszymi, kazda w osobnej linii.







Cwiczenie 2

JEZYK JAVA

Twoje zadania

1. Program w jezyku Java wypisuje wszystkie liczby ciggu Fibonacciego od 1 do 40
wyrazu, ktore sg liczbami pierwszymi, kazda w osobnej linii.







Cwiczenie 3

JEZYK PYTHON

Twoje zadania

1. Program w jezyku Python wypisuje wszystkie liczby ciggu Fibonacciego od 1 do 40
wyrazu, ktore s3 liczbami pierwszymi, kazda w osobnej linii.




Odpowiedz do zadania

pierwsze.txt

Plik o rozmiarze 33.00 B w jezyku polskim



Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Analiza podejs$cia rekurencyjnego i iteracyjnego - zadania maturalne
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres podstawowy
i rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania ogolne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposobow reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzgdzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.
Zakres podstawowy. Uczen:

2) stosuje przy rozwigzywaniu problemow z roznych dziedzin algorytmy poznane
w szkole podstawowej oraz algorytmy:

e) obliczania wartosci elementow ciggu metodg iteracyjng i rekurencyjng, w tym
wartosci elementow ciggu Fibonacciego.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) do realizacji rozwigzania problemu dobiera odpowiednig metode lub technike
algorytmiczng i struktury danych;

3) objasnia dobrany algorytm, uzasadnia poprawno$c¢ rozwigzania na wybranych
przykladach danych i ocenia jego efektywnos¢;



II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera i innych
urzgdzen cyfrowych.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) sprawnie postuguje sie zintegrowanym Srodowiskiem programistycznym przy
pisaniu, uruchamianiu i testowaniu programow;

I +1II. Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okres$lone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

3) objasnia, a takze poréwnuje podstawowe metody i techniki algorytmiczne oraz
struktury danych, wykorzystujac przy tym przyktady problemow i algorytmow,
w szczegolnosci:

b) rekurencje (do generowania ciggow liczb, potegowania, sortowania liczb,
generowania fraktali),

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

» Scharakteryzujesz roznice miedzy podejsciem iteracyjnym a rekurencyjnym.

e Przeanalizujesz sposob rozwigzywania typowych zadan maturalnych wykorzystujacych
zarowno rekurencije, jak i iteracje.

e Rozwigzesz samodzielnie kilka zadan maturalnych wymagajgcych zastosowania technik
rekurencyjnych i iteracyjnych.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych;
e Cwiczenia praktyczne.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

e oprogramowanie dla jezyka C++, w tym kompilator GCC/G++ 4.5 (lub nowszej wersji)
i Code::Blocks 16.01 (lub nowszej wersji), Orwell Dev-C++ 5.11 (lub nowszej wersji) lub
Microsoft Visual Studio;

» oprogramowanie dla jezyka Java SE 8 (lub nowszej wersji), w tym Eclipse 4.4 (lub
nowszej wersji);

o oprogramowanie dla jezyka Python 3 (lub nowszejwersji), w tym PyCharm lub IDLE.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

1. Nauczyciel prosi uczniow o powtorzenie najwazniejszych informacji dotyczacych
rekurenciji oraz iteraciji.

Faza wstepna:

1. W ramach sprawdzenie przygotowania uczniow do lekcji nauczyciel prosi wybrane
osoby o przypomnienie najwazniejszych informacji dotyczacych rekurencji oraz
iteracij.

2. Nauczyciel inicjuje rozmowe wprowadzajagcq w temat lekcji. Przedstawia cele zaje¢ oraz
kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Praca z tekstem. Nauczyciel prosi uczniow, aby w parach przeanalizowali rozwigzania
Zadania 1.1 oraz Zadania 1.2 zaprezentowane w sekcji ,Przeczytaj’. Nastepnie wyjasnia,
jakie typy zadan mogg pojawic sie na egzaminie maturalnym.

2. Praca z multimedium. Uczniowie indywidualnie rozwiazuja w wybranym jezyku
programowania Zadanie 1.3 z sekcji ,Prezentacja multimedialna”. Nastepnie porownujg
swoje rozwigzanie z przedstawionym w prezentaciji.

3. Cwiczenie umiejetnosci. Uczniowie w parach wykonujg Zadanie 2 z sekcji ,Sprawdz
sie” w wybranym jezyku programowania. Nastepnie poréwnuja swoje rozwigzanie
z inng grupa uczniow.

Faza podsumowujaca:



1. Nauczyciel wyswietla na tablicy temat lekcji i cele zawarte w sekcji ,Wprowadzenie”.

W kontekscie ich realizacji podsumowuje przebieg zajec¢, a takze wskazuje mocne
i stabe strony pracy uczniow.

2. Nauczyciel prosi uczniow o podsumowanie zgromadzonej wiedzy w zakresie

programowania.

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja prace domowg z sekciji ,Przeczytaj.

Materialy pomocnicze:

Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka C++.

Oficjalna dokumentacja techniczna dla kompilatora GCC/G++ 4.5 (lub nowszej wersii).
Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania Code::Blocks 16.01 (lub
nowszej wersji), Orwell Dev-C++ 5.11 (lub nowszej wersji) lub Microsoft Visual Studio.
Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka Java SE 8 (lub nowszej wersji).

Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania Eclipse 4.4 (lub nowszej
wersji).

Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersiji).

Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania PyCharm lub IDLE.

Wskazowki metodyczne:

E-materiat moze zosta¢ wykorzystany do powtorzenia wiadomosci na temat ciggu
Fibonacciego.



