Przeglad rownan "z mianownikiem"

Wprowadzenie

Przeczytaj

Animacja

Sprawdz sie
« Dla nauczyciela
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Zrédto: Elena Mozhvilo, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.
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W tym materiale zbierzemy wiadomosci i rozwiniemy umiejetnosci dotyczace
rozwigzywania rownan zawierajgcych mianownik. Rozwazymy problemy, ktorych
rozwigzania prowadzg do utozenia takich rownan i znalezienia liczb, ktore je speiniaja.

Zatem przystepujac do analizy tego materiatu przypomnij sobie sposoby rozwigzywania
rownan liniowych, kwadratowych i wymiernych.

Twoje cele

Rozwigzesz rownanie zawierajgce mianownik.

Okreslisz dziedzine rOwnania wymiernego.
Sposrod rozwigzan danego rownania wybierzesz te, ktore spetniajg warunki zadania.
Zbudujesz model matematyczny problemu z kontekstem realistycznym.




Przeczytaj

Rownania zawierajagce mianownik mozna z grubsza podzieli¢ na dwie grupy - rownania
ktorych mianownikami sg tylko liczby i rownania majagce w mianowniku wyrazenie
algebraiczne zawierajace zmienne (lub parametry).

Pierwszy typ rownan jest dos¢ prosty do rozwigzania, bo caly problem polega najczesciejna
jak najszybszym ,pozbyciu” si¢ mianownika. W tym celu mnozymy kazdg ze stron réwnania
przez wspolng wielokrotnos¢ (zwykle najmniejsza wspolng wielokrotno$c¢) liczb stojacych

w mianownikach i skracamy uzyskane utamki.

W przypadku, gdy w mianowniku utamka stoi wyrazenie algebraiczne zawierajgce ,litere”,
sprawa jest bardziej skomplikowana, gdyz nalezy w takim przypadku okresli¢ jeszcze

dziedzine rownania. Mozna to zrobi¢, rozpoczynajac przeksztatcanie rownania, ale mozna
dopiero po znalezieniu rozwiazania sprawdzic¢, czy dana liczba istotnie spelnia rownanie.

W zadaniach z kontekstem realistycznym trzeba mie¢ na uwadze rzeczywiste odniesienia
do znalezionych wielkosci - zatem na przyktad wysoko$¢ powinna wyrazac si¢ liczba
nieujemng, a predko$¢ samochodu raczejliczbg mniejsza od 2000.

Na poczatek proste zadanie tekstowe, prowadzace do rozwigzania rownania zawierajacego
w mianowniku liczby.

Przyktad 1

Obliczymy, ile nalezy wzig¢ kilogramow srebra proby 700 i ile kilogramow srebra proby
900, aby otrzymac 4 kilogramy srebra proby 850.

Dla przypomnienia: proba srebra to sposob okreslenia zawartoSci srebra w stopie
wyrazonejw promilach. Na przyktad jesli stop zawiera 70% (czyli 700 promili) czystego
srebra, to jest proby 700.

Oznaczmy:

x —ilo&¢ srebra proby 700 (w kg)

4 — x - ilos¢ srebra proby 900 (w kg)

Lz + -5 (4 — z) - ilos¢ czystego srebra w stopie (w kg)

7 9

) - proba otrzymanego stopu

Nim przystgpimy do ulozenia i rozwigzania zadania, zauwazmy, ze:




0<x<4
Czyli dziedzina rownania to: D = (0, 4).

Zapisujemy i rozwigzujemy rownanie wynikajgce z tresci zadania.

-
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4 100

Aby ,pozby¢ si¢” mianownika, mnozymy obie strony rOwnania przez
NWW (4, 100) = 100 i skracamy.

7 9

100 - —2—— — 5-.100

7 36 9
25- (g + 15 — 102) = 85
Wykonujemy dziatania w nawiasie i obie strony dzielimy przez 5.

5(38 — Zx) =17

Po lewej stronie rownania wykonujemy wskazane dziatania i skracamy utamki.
1%00 — %:)z =17

18 —x =17

=1

Poniewaz 1 € D, zatem mozemy wyznaczyC drugg, szukang wielkosc.

4—-1=3

OdpowiedZ:

Nalezy wzig¢ 1 kg srebra proby 700 i 3 kg srebra proby 900.

W nastepnym przykiadzie - klasyczne réwnanie groznie wygladajace, ale w rzeczywistosci
prowadzace do dos¢ banalnych przeksztatcen.

Przyktad 2

T—a z—b
b+c + atc
dodatnie,  — niewiadoma.

Rozwigzemy rOwnanie = 2, gdzie a, b, c to pewne liczby rzeczywiste

Aby rozwigza¢ rownanie - najpierw przyglagdamy si¢ mianownikom wyrazen
algebraicznych stojgcych po lewej stronie rownania.

Kazda z liczb a, b, c jest dodatnia, zatem b + ¢ > 0, a 4+ ¢ > 0, czyli do dziedziny
rownania nalezg wszystkie liczby rzeczywiste.




Przeksztalcamy rownowaznie rownanie tak, aby ,,pozby¢ sie” mianownika.
Czyli mnozymy obie strony rownania przez (b + ¢)(a + ¢).

T—a z—b __
b+c + atec 2

(x—a)lat+c)+(x—b)(b+c)=2(b+c)(a+c)

Wykonujemy wskazane dziatania.

za + zc — a® — ac + xb + xc — b? — be = 2ba + 2bc + 2ca + 2¢2
Redukujemy wyrazy podobne.

za + 2xc — a® + xb — b® = 2ba + 3bc + 3ca + 2c2

Przenosimy wyrazy bez niewiadomej na prawg stron¢ roOwnania i wylaczamy x przed
nawias.

ra + 2zc — a® + xb — b? = 2ba + 3bc + 3ca + 2¢

ra + 2zc + xb = a® + b? + 2ba + 3bc + 3ca + 2¢

z(a + b+ 2c) = a® + b? + 2ba + 3bc + 3ca + 2¢2

Rozktadamy prawa stron¢ rownania na czynniki.

z(a+ b+ 2c) = (a® + ab+ 2ac) + (b* + ab + 2bc) + (2¢* + ac + cb)
z(a+b+2c)=ala+b+2c)+bb+a+2c)+c(2c+a+0b)
z(a+b+2c)=(a+b+c)(a+b+2c)

Dzielimy obie strony rownania przez wyrazenie dodatnie a + b + 2c i skracamy.

(a+b+c)(a+b+2c)

T = a+b+2c
r=a+b+c
OdpowiedZ:

Rozwigzaniem rownia jest liczbax = a + b + c.

Teraz zadanie ,na dowodzenie”. Podobne nieco do poprzedniego zadania, ale teraz
w mianowniku utamkow znajduje si¢ niewiadoma.

Przyktad 3

Niech a, b beda liczbami rzeczywistymi takimi, ze b # ai b # —a.



Wykazemy, ze rownanie

1 1 1 1
> T a5 = 25

z niewiadomg x ma dwa rozwigzania.

Aby rozwiaza¢ réwnanie

1 1 1 1
> Tt 7= 750

musimy zatozy¢, ze:
x#0,x# —a—b,a#0,b#0.

Sprowadzamy lewg strone rownania do wspolnego mianownika.

ab+xbtzra __ 1
zab — z+tatbd

Przeksztalcamy rownowaznie rownanie.

ab+xb+za 1 =0
zab z+a+b

(ab+zb+za)(z+a+b)—zab

zab(z+a+b) =0

Utamek jest rowny 0, jesli jego licznik jest rowny 0. Wystarczy wiec rozwigzac teraz
rownanie:

(ab+ b+ za)(z +a+b) —xzab=0

Mnozymy, odpowiednio grupujemy wyrazy i rozktadamy otrzymane wyrazenie na
czynniki.

abzx + a?b + ab?® + x?b + zab + xb? + 2%a + za® + xab — xab =0
(.’cQa + wa) + (azab + wa) + (a2b + ab2) + (azab + wa2) =0
z*(a +b) + zb(a + b) + ab(a + b) + za(a +b) =0

(a+b)(z* + b+ ab+ za) =0
(@+0b):[z(z+b)+a(z+b)]=0

(a+b)(x+b)(x+a)=0

Zapisujemy rownowazna alternatywe.
a+b=0lubz+b=0lubz+a=0

a + b = 0 - niezgodne z trescig zadania, bo b # —a



r+b=0=2=->b
T+a=0=z=—a

Rozwiazaniami réwnania sa liczby (—a) i (—b). ROwnanie ma dwa rozwiazania, co

nalezato wykazac.

Rownanie zawierajgce mianownik nie zawsze ma rozwigzanie — moze by¢ rownaniem
sprzecznym.

Definicja: Rbwnanie sprzeczne
Rownanie, ktore nie ma rozwigzan, nazywamy rownaniem sprzecznym.

Do rozwigzania rownania zawierajacego mianownik, czesto prowadzi rownanie
wyktadnicze.

Przyktad 4

Rozwigzemy roOwnanie

T

37 — 977,

OkresSlamy dziedzing¢ rownania:

x#0izxz #1.

Sprowadzamy potegi do tej samej podstawy i porownujemy wyktadniki.

2z

1
3?:3w—1
1 _ 2z
z ozl

Korzystamy z wlasnosci proporcji i mnozymy wyrazenia stojgce po obu stronach
rownania ,na krzyz"

22 =z — 1

Rozwigzujemy otrzymane rownanie kwadratowe.
22> —x+1=0

A=1-8=-7<0

Rownanie kwadratowe nie ma rozwigzania. Zatem i rozpatrywane réwnanie wyktadnicze
nie ma rozwigzania.

Odpowiedz:




Rownanie jest sprzeczne - nie ma rozwigzania.

W ostatnim zadaniu mamy do rozwigzania problem z kontekstem realistycznym. Wydaje sie,
ze analogiczny, jak w Przyktadzie 1, jednak, jak si¢ przekonamy, trudniejszy. Istotne wiec
bedzie dobre opisanie zalezno$ci wynikajacych z tresci zadania.

Przyktad 5

W bance znajduje si¢ mieszanina soli z wodga w stosunku 2 : 3. W dzbanku znajduje si¢
mieszanina soli z wodg w stosunku 3 : 7. Obliczymy, ile kubkéw mieszaniny nalezy wzia¢
z kazdego naczynia, aby otrzymac¢ 12 kubkow mieszaniny o stosunku soli do wody 3 : 5.

Oznaczmy:

z - liczba kubkéw mieszaniny, ktorg nalezy pobra¢ z banki (z > 0)

12 — z - liczba kubkéw mieszaniny, ktorg nalezy pobrac z dzbanka (z < 12)
2

+ — zawartosci kubka zawierajgcego mieszaning z banki to sol

% - zawartosci kubka zawierajacego mieszanine z dzbanka to sol
Zatem
2 3
zawartosci ¢ kubkow mieszaniny z banki i 12 — z kubkow mieszaniny z dzbanka to sol.
Jednocze$nie
2 3
12— [2z+ {512 - 2))
zawartosci ¢ kubkow mieszaniny z banki i 12 — z kubkoéw mieszaniny z dzbanka to woda.

Budujemy rownanie wynikajace z tresci zadania.

2 3
EIIH-E(]Q—:C) 3

12— (2245 (12-2)] 5

Sprowadzamy najpierw do najprostszej postaci licznik i mianownik utamka stojagcego po
lewej stronie rownania.

2 3
12— 22+ (12—x)] 5
4 36 3
0% 0”10 3
5

_ 4., 36,3 —
12—{5z— g+55®

436 _ 3
84—z — 5



javascript:void(0);

Teraz mnozymy ,na krzyz” i rozwigzujemy proste rownanie liniowe.
5z + 180 = 252 — 3z

8r =72

=9

Wyznaczona liczba spetnia poczatkowe zatozenia: 0 < 9 < 12.

Musimy jeszcze sprawdzi¢, czy mianownik rownania dla x = 9 jest rozny od zera
(wczesniej nie okresliliSmy w sposob jawny dziedziny rownania).

12-[2.9+3(12-9)=12-8 304 2L 15 B _1B 49
Obliczmy, ile kubkéw mieszaniny nalezy wzia¢ z dzbanka.

12—-9=3

Odpowiedz:

Z banki nalezy wzia¢ 9 kubkow mieszaniny, a z dzbanka tylko 3.

Stownik
réwnanie sprzeczne

rownanie, ktore nie ma rozwigzan, nazywamy rOwnaniem Sprzecznym



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja. Sprébuj najpierw samodzielnie rozwigzaé przedstawione tam zadania,
a dopiero nastepnie poréwnaj z rozwigzaniami.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DQs6p6y27

Film nawigzujacy do treSci materialu dotyczgcejrownan zawierajgcych mianownik.

Polecenie 2

30—6 _ | _ 4=2z

Rozwiaz réwnanie x — 5= = 7


https://zpe.gov.pl/a/DQs6p6y27

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

z—1 x+7 _ 4 : .
w3 T 23 =3 jest liczba:

O -1
O -7
O 0

O -3
Cwiczenie 2

z+3

() ma dwa rozwigzania catkowite

() nie ma rozwiagzania

Zaznacz poprawng odpowiedz. Réwnanie ——=5 =

Zaznacz poprawng odpowiedz. Jednym z rozwigzan réwnania

i
r+4

() ma jedno rozwiazanie, ktére jest liczbg niewymierng

() ma jedno rozwiazanie, ktére jest liczbg naturalna



Cwiczenie 3 @

Wskaz wszystkie liczby, ktére nie naleza do dziedziny rownania j:i + 4f$2 — 2=z — ()

] 4
] o
(] —4

] -3

Cwiczenie 4
Rozwiaz réwnanie gj — 8 = iwjll i zaznacz, ktéra odpowied? jest prawdziwa, a ktéra
fatszywa.

Prawda Fatsz

Réwnanie nie ma rozwigzania.
Do dziedziny rownania nie nalezg dwie liczby.
lloczyn rozwiazan réwnania jest liczba ujemna.

Wszystkie liczby spetniajace to réwnanie sg liczbami
catkowitymi.

O 0|00
O 0|00

Cwiczenie 5

o . , . z N . . , . . . , .
Rozwiaz réwnanie 253 = (%) *  iwpisz liczbe, ktéra jest rozwigzaniem tego réwnania.

Rozwigzaniem réwnania jest ‘




Cwiczenie 6

Whisz najmniejsza liczbe naturalna, przez ktéra nalezy pomnozyc¢ obie strony réwnania, aby
»pozby¢ sie” mianownika.

2247 3 6« _ 11(52-7) 1

Najmniejsza liczba naturalna to




Cwiczenie 7 @
Uzupetnij rozwigzanie zadania, przeciggajac odpowiednie wyrazenia.

Suma dwdch réznych liczb jest réwna 16, a suma ich odwrotnosci jest rowna %. Znajdz te
liczby.

Rozwiazanie:

Oznaczmy:

T - pierwsza z szukanych liczb

Réwnanie wynikajace z tresci zadania to

1 o \ 4
;‘i‘(l ) -
Dziedzina réwnania: D = R\ ,

A= >0
.’171:106D
1112:;’ ------------------- .ED

____________________

z1=10=16—-10=6

____________________

Odpowiedz:
Szukane liczby to 6 i 10.

16—x+z|[16]6|[10]|[162—60][16|[0]] (16—=2) ] 16]

Cwiczenie 8 @
Wykaz, ze dla x > 2 réwnanie

—2yz+zV2+ 2z

1 T 1
VE—¢?+ %

= 2x ma nieskonczenie wiele rozwigzan.



Cwiczenie 9 @
Przy pogtebianiu rowu pracowaty trzy rézne koparki.

Gdyby pracowata tylko pierwsza - wykonataby catg prace w czasie o 10 dni dtuzszym. Gdyby
pracowata tylko druga koparka - wykonataby prace w czasie o 20 dni dtuzszym. Trzecia -
samodzielnie pogtebitaby row w czasie 6 razy dtuzszym. W jakim czasie wykona dang prace
kazda z koparek pracujac oddzielnie?



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przeglad réwnan ,,z mianownikiem”

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) przeksztalca rownania i nierownosci w sposéb rownowazny;
2) interpretuje rownania i nierobwnosci sprzeczne oraz tozsamosciowe;
4) rozwiagzuje rownania i nieréwnos$ci kwadratowe.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) rozwigzuje roOwnania i nieréwnosci wymierne nie trudniejsze niz
z+1 1 2z
o0 T 2T 2 T

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwigzuje rOwnania zawierajgce mianownik
» okresla dziedzing rownania wymiernego
» sposrod rozwigzan danego rownania wybiera te, ktore spetniajg warunki zadania



e buduje model matematyczny problemu z kontekstem realistycznym
Strategie nauczania:

» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

» karta kotowa
e planowanie z przysztosci

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Metodg karty kotowej uczniowie przypominaja wiadomosci i umiejetnosci zwigzane
z rozwigzywaniem rownan zawierajgcych mianownik.

2. Nauczyciel przedstawia problem i dzieli uczniow na grupy. Kazdej grupie rozdaje karty

kotowe z ,okienkami”:
o rodzaje rownan zawierajagcych mianownik,
o przyklady rownan zawierajgcych mianownik,
o zadania z kontekstem realistycznym, ktorych rozwigzanie prowadzi do
ulozenia rownania zawierajacego mianownik (1-2 przyktady).
3. Przedstawiciele poszczegdlnych grup prezentujg swoje karty.
4. W wyniku dyskusji podsumowujacej, uczniowie powinni zauwazyc¢, ze rownania

zawierajgce mianownik, mozna podzieli¢ na dwie najwazniejsze grupy - w mianowniku

stoi liczba (czyli wspotczynniki liczbowe s3 zapisane w postaci utamkow) lub

w mianowniku znajduje si¢ co najmniejjedno wyrazenie zawierajace zmiennag.

W pierwszym przypadku najczesciej dziedzing takiego rownania jest zbior liczb

rzeczywistych, a w drugim przypadku, istotne jest okreslenie dziedziny rownania.
5. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w grupach metode planowania z przysztoSci. Punktem startu jest
stwierdzenie przez ucznidw, ze potrafig rozwigzywac réwnania zawierajgce



mianownik.

2. Patrzac z przyszioSci okreslaja dziatania, jakie wykonali by to osiggnac¢. Cofajac sie
wstecz - okreslajg czynnosci, ktore muszg obecnie wykonac, aby uksztatltowac dane
umiejetnosci. W utozonym planie dzialan powinni uwzgledni¢ wiadomosci, ktére moga
pozyskac z sekcji ,,Przeczytaj’ i sekcji ,Animacja”

3. Grupy postepuja zgodnie z utozonym planem. Po uptywie czasu wyznaczonego przez
nauczyciela, rozwigzuja Cwiczenia sprawdzajgce - grupy kolejno rozwigzuja zadania,
wykonujgc obliczenia na tablicy, thumaczgc ich rozwigzania pozostatym.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec¢,
poznane wiadomosci, uksztaltowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup i par.

Praca domowa:

W ramach pracy domowejuczniowie powinni wykona¢ mape¢ mysli, pokazujaca rozliczne
zastosowania rOwnan zawierajgcych mianownik.

Materialy pomocnicze:
Rozwigzywanie rownan zawierajgcych mianownik metoda rownan rownowaznych
Wskazowki metodyczne:

Animacja bedzie przydatna na zajeciach poSwieconych okreslaniu dziedziny rownania.
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