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»Sztuka przynosi nam dowdd, ze istnieje cos
innego niz nicosc.”
M. Proust

Stowo dowdd ma wiele znaczen. Czy innym
jest dowod dla prawnika, czym innym dla
filozofa lub artysty.

Dla matematyka dowod, to wykazanie, ze
pewne zdanie jest prawdziwe. Aby znalez¢
najefektywniejszg droge postepowania,
szukajagc dowodu, mozna skorzystac¢ z rady
norweskiego pisarza i muzyka Jo Nesbo:

»Nie mysl o tym, czego szukasz. Mysl o tym, co

znajdziesz. Dlaczego to tu jest? Czy powinno
tu byC? Co oznacza? To takfak CZytanle‘ Jesli Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org,
myslisz o «l » patrzac na «k », nie zrozumiesz  domena publiczna.

zadnego stowa.”



W tym materiale poznasz jedno z kluczowych twierdzen dotyczacych dziatan na
logarytmach i zmierzysz si¢ z dowodem tego twierdzenia. Bedziesz wiec miec¢ okazje do

zastanowienia si¢ czym dla Ciebie jest dowod matematyczny i w jakich sytuacjach warto go
wykorzystac.

Twoje cele

o Udowodnisz wzor na logarytm iloczynu.

» Zastosujesz wzor na logarytm iloczynu przeksztalcajac wyrazenia arytmetyczne.
o Zapiszesz sume logarytméw w postaci logarytmu jednomianu.




Przeczytaj

Podamy teraz jedno z podstawowych twierdzen dotyczacych dziatan na logarytmach.
W historii matematyki odegrato ono istotng role, gdyz pozwalato zastepowa¢ mnozenie
duzych liczb dodawaniem tych liczb, co byto znacznie tatwiejsze do wykonania
(pamietajmy, ze maszyny do liczenia weszty do powszechnego uzytkowania dopiero na
przetomie XIX i XX wieku).

We wszystkich obliczeniach w tym materiale uwzglednia¢ bedziemy zatozenia wynikajace
z definicji logarytmu - podstawa logarytmu musi by¢ liczbg dodatnia, r6zng od jednosci,
liczba logarytmowana musi by¢ dodatnia.

Twierdzenie: Twierdzenie o logarytmie iloczynu
Jezeli a jest liczba dodatnig, r6zng od 1, liczby z, y s3 liczbami dodatnimi, to:
log, (zy) = log, = +log, y
Dowdd:
Zalozenie:
a > 0, a # 0 - podstawa logarytmu,
x > 0,y > 0 - liczby logarytmowane.
Teza:
log, (zy) = log, = +log, y
Dowaéd
Oznaczmy: log, z = p, log, y = q.

Z definicji logarytmu wynika, ze:

Mnozymy stronami otrzymane réwnosci.
x-y=a’-a?

Z wlasno$ci mnozenia poteg o tych samych podstawach wynika, ze:




z-y=alt?
Korzystamy ponownie z definicji logarytmu.
log, (zy) =p+4q
Zastepujemy liczby p, ¢ odpowiednimi logarytmami. Otrzymujemy teze.

log, (zy) = log, x +log, y

Co konczy dowad.

Wzor zapisany w powyzszym twierdzeniu mozna uogoélni¢ na dowolna liczb¢ czynnikow:
log,(z1 - 2. .. x,) = log, 1 + log, 2 + ... + log, =,
Mozemy powiedzie¢ (pami¢tajac o odpowiednich zatozeniach):

logarytm przy danej podstawie iloczynu liczb dodatnich jest rowny sumie logarytmow
tych liczb przy tej samej podstawie.

Zauwazmy, ze prawdziwy jest tez wzor odwrotny:
log, 1 + log, zo+. .. +log, ¢, = log,(z1 - @o-... -x,)
Podamy teraz przyktady zastosowania twierdzenia o logarytmie iloczynu.

Przyktad 1

Zapiszemy kazdy z podanych logarytmow w postaci sumy liczby wymierne;
i niewymiernej.

log, 24 = log,(8 - 3) = log, 8 + logy, 3 = 3 + log, 3

log; 45 = log5(9 - 5) = logz; 9 + logs 5 = 2 + log 5

logy ; 200 = log 1 (100 - 2) = logy ; 100 + logy ; 2 = —2 + log ; 2
Przyktad 2

Zapiszemy sumy logarytmow w postaci logarytmu iloczynu i zapiszemy otrzymana liczbe
bez uzycia logarytmu.

logh +log2 =1log(5-2) =logl0 =1

log, 32 + log, 2 = log,(32-2) = log, 64 = 3

10g12 2 + ].Og12 3 + ].Og12 4 + ].Og12 6 = 10g12(2 -3 - 4. 6) = ].Og12 144 = 2


javascript:void(0);

Przyktad 3

Znajdziemy liczbe x taka, ze 1 4+ log2 + logx = 3 — log 2.
Do obu stron réwnania dodajemy log 2.

1+1log2+logx +1log2=3

Zapisujemy liczby 1 i 3 za pomoca logarytmow.

log 10 + log 2 + log = + log 2 = log 1000

Korzystamy z twierdzenia o logarytmie iloczynu.
log(10-2-2 - z) = log 1000

Porownujemy liczby logarytmowane - korzystajac z roznowartosciowosci funkcji
logarytmiczne;j.

40z = 1000
T =25

Liczba 25 jest dodatnia (liczba logarytmowana musi by¢ dodatnia), zatem spetnia warunki
zadania.

Odpowiedz:
szukana liczba to 25.

Przyktad 4

Wiedzac, ze logs 5 ~ 1,47 i logs 2 ~ 0,63, obliczymy przyblizone wartosci liczb logs 15,
logs %, logs 2%.

logs 15 = logs 3 + logs 5 ~ 1 + 1,47 = 2,47

logs + = logs + + logg 3 = —logg 3 — logg2 ~ —1 — 0,63 = —1,63
log; 2+ = log; 4 =log; 9+ log; + =2 —2-logs2~ 2 —2-0,63 =0,74
Przyktad 5

Wiedzac, ze logy 3 = m obliczymy A = log, V54,

Zapisujemy liczbe podpierwiastkowa w postaci iloczynu, ktorego jednym z czynnikow
jest potega liczby 2.

A:log2\/a:log2\/2-27



Zapisujemy logarytm iloczynu w postaci sumy logarytmow.
A = log, V2 + log, V27

Poniewaz v/2 = 2% i /27 = 27%, stad

A= % log,2+ 1 -log,27 =1 + 1 -log, 3

Podstawiajac log, 3 = m, otrzymujemy

_ 1 3
A—§+7m

Stownik
twierdzenie o logarytmie iloczynu
Jezeli a jest liczba dodatnig, rozna od 1, liczby «, y sg liczbami dodatnimi, to:

log, (zy) = log, = +log, y




Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja. Rozwiaz najpierw samodzielnie podane przyktady, a nastepnie
poréwnaj z prezentowanymi rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DxhDMO04R

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejlogarytmu iloczynu.

Polecenie 2

Wykaz, ze jezeli x, y s liczbami dodatnimi, to log zy + log 2%y + log z3y® = 6 - log zy.


https://zpe.gov.pl/a/DxhDMOo4R

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Wiadomo, ze z, y to pewne liczby rzeczywiste dodatnie takie, ze
log z? + log 2zy + logy® = A. Liczba A zapisana w innej postaci to:

O 2-log(z +y)
() 3-log2zxy
O 3-log \E‘/ixy

O (logz + logy)®

Cwiczenie 2

Suma liczb 2 - logg 3, 3 - logg 2 i logg 3 jest rowna:

O 3
() 6-logg 18
O 6

() 3-loggh




Cwiczenie 3

Uporzadkuj podane liczby od najmniejszej do najwiekszej.

p = log 2 + log 50

w = logg 4 + 2 - logg V2
t = log, 0,5 + log, 0,5

a = logyy 2 + log;5 0,5

b = logg 3 + logg 18 + logg 4

Cwiczenie 4
Cwiczenie 5

Uzupetnij obliczenia, wpisujgc odpowiednie liczby.

log, (log 25 + log \/1_6> = ‘ ’

logy 3 + logy 12 = ‘ ’—l— log, 9

‘ ’—|—10g36:5+10g32

log, 2—|—‘ ’ = log; 50 +- 4 - log; V/ V5

214

114

O

O

O



Cwiczenie 6

Potacz w pary réwne wyrazenia, wiedzac, ze a, b, ¢ to liczby dodatnie, rozne od 1.

logc(a + b)] 5 -logab +log y/c

log(acb + b) log ac + log be
log v abe log(a + b) + logc
log abc? log b + log(1 + ac)

Cwiczenie 7

Umiesc liczby A, B, C, D, E, F' w odpowiednich polach.

Liczby wymierne

F = 1010g 5+log 6 ’

B =5"logs5+ 7-log; 1+ 2 - lo

A =log2+log4 + logh ’

E=2-log, V2 + w/10g216’

C =2-log,5+log, 8

Liczby niewymierne

D = \/log48—|—log4 32 ’

Cwiczenie 8

Wiadomo, ze log, 7 = a ilog, 3 = b. Wykaz, zelog, 882 =1+ 2- (a + b).



Cwiczenie 9

logs 18 =

() 3+1log;6
O 2logs2
O 3 ].Og3 6

O 2+logs2

Cwiczenie 10

].Og2 3 + 10g2 4: =

O ].Og2 7
O 2 ].Og2 3
O 4 ].Og2 3

(O log,12

Cwiczenie 11

log, 8 + log, 2 =

O 3
O 3
O 2

O 4



Cwiczenie 12

Wskaz wszystkie wyrazenia rowne 3.

(] logy 2+ log, 32
[ logs = +logs &
[ ] log,2+log,4

D ].Og3 % + ].Ogg 54

Cwiczenie 13

Dla jakich wartosci parametréw a i b prawdziwa jest rownos¢ log a = log 4 + log b?

(] b=4
() a=32
(] b=3
(] a=28
() a=7
() b=7



Cwiczenie 14

Przeciagnij w puste pola wtasciwe liczby.

EICENENENE

Cwiczenie 15

Wykonaj dziatania. Uporzadkuj malejaco wyniki.

log, % + log, 48
log, V2 + log, ¢
logs % + logs 2
log; 5 + log; 162

Cwiczenie 16

Potacz w pary dziatania z ich wynikami.

log, % + log, %
logs % + log; 30

logy V2 + logy %

114

O

114

O



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Logarytm iloczynu

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony, klasa I lub II
Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy.

Uczen:

9) stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje si¢ wzorami na logarytm
iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» udowadnia wzor na logarytm iloczynu

 stosuje wzor na logarytm iloczynu przeksztalcajgc wyrazenia arytmetyczne

 zapisuje sume logarytmow w postaci logarytmu jednomianu

« okresla historyczne znaczenie i przydatnos¢ wzoru na mozliwo$¢ zamiany iloczynu na
sume

 laczy umiejetnosci z kilku dziatow matematyki, ustalajgc strategie rozwigzania zadania
logarytmicznego

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

e technikal-2
e technika kruszenia
» technika obiegu kart

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie, korzystajgc z techniki 1 - 2 (jedno pytanie, odpowiada 2 uczniow -
pierwszy wypowiada podpowiedz, drugi daje odpowiedz), odpowiadajg na pytania
nauczyciela przypominajace wiadomosci o logarytmach.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach pracujg technika kruszenia. Znajgc cele zaje¢, ustalajg co nalezy
zrobic, aby cele zostaly osiggniete. Zastanawiajg sie tez w jaki sposob mozna unikna¢
powstawania problemow w czasie rozwigzywania zadan.

2. Gdy juz uczniowie ustalg plan dziatan, przystepuja do przeanalizowania tresci
zawartych w sekcji ,Przeczytaj’ i ,Animacja ,,.

3. Teraz kazda grupa przygotowuje jedno zadanie analogiczne do zawartych
w przeczytanym materiale. Ulozone zadania grupy przekazuja sobie nawzajem tak, aby
kazda z grup rozwigzata wszystkie zadania.

4. Zadania rozwigzywane sg technika obiegu kart. Czyli uczniowie danej grupy dopisuja
kolejne kroki rozwigzan.

Faza podsumowujaca:

1. Podsumowaniem zaje¢ powinna by¢ dyskusja, w wyniku ktorej przedstawiciele grup
omoOwia ustalone sposoby osiggania celow, ewentualne modyfikacje planu i osiggniete
efekty.

2. Koncowy element to refleksje nauczyciela na temat pracy ucznioéw i ocena prac grup.

Praca domowa:



Uczniowie majg za zadanie rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:

Dziatania na logarytmach. Przyklady

Wskazowki metodyczne:

Animacja jest dobrym materialem do krotkiego powtorzenia materiatu na poczatku lekcii
poswieconejlogarytmowi ilorazu.
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