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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Na tej lekcji poznamy szeregi, ktore sg rozbiezne i s szczegoélnie uzyteczne do badania
rozbiezno$ci powigzanych z nimi innych szeregoéw. Do tego bedzie stuzy¢ twierdzenie
o nazwie kryterium porownawcze rozbieznosci szeregow. Poznamy tez sposoby
rozpoznawania, czy szereg moze by¢ rozbiezny.

Zagadnienia w tejjednostce, w wielu przypadkach wykraczajg poza wymagania podstawy
programowej z matematyki dla poziomu rozszerzonego. Niemniej sa ciekawym
uzupelnieniem zagadnien zwigzanych z szeregami oraz cennym dodatkiem dla osob
przygotowujacych sie do konkursow i olimpiad matematycznych.

Twoje cele

» Poznasz kilka waznych szeregoéw rozbieznych.
» Nauczysz si¢ badac¢ rozbiezno$¢ szeregow za pomocg innych szeregow.



Przeczytaj

Na tejlekcji zapoznamy sie z typowymi metodami sprawdzania, czy szereg liczbowy jest
rozbiezny.

Zaczniemy od nastepujgcego przyktadu.

Przyktad 1

Szereg Y > | a, jest rozbiezny. Uzasadnimy, ze dla k # 0 szereg >, (k - a,) jest takze
rozbiezny.

Rozwigzanie

Ciagg sum czes$ciowych szeregu Y >° | a,
jest nastepujacej postaci:

S, =a1+as+as+...+a,.

Cigg sum czeSciowych szeregu

2nzi (k- an)

jest nastepujacej postaci:
t,h=k-a1+k-ay+k-as+...+k-a, =
=k(a;+as+as+...+a,) =k-s,.

Poniewaz ciag (s, ) jest rozbiezny, zatem ciag (t,,) = (k - s,,) jest takze rozbiezny.

Zatem udowodnili$my, ze szereg > >, (k - a,,) jest takze rozbiezny.
Sformulujmy zatem twierdzenie:
Twierdzenie: O mnozeniu szeregu rozbieznego przez liczbe

Jezeli szereg Y > | an jest rozbiezny oraz k jest rozne od 0, to szereg > >, (k - a) jest
takze rozbiezny.

Sformulujemy teraz twierdzenie, ktore pozwala stwierdzic¢, ze szereg nie jest zbiezny.

Twierdzenie: Warunek wystarczajacy rozbieznosci szeregu


javascript:void(0);

Jezeli cigg (a,,) jest rozbiezny lub granica ciggu (a,) jest liczba niezerowa, to szereg
3> | a, jest rozbiezny.

Przyktad 2

Zbadamy zbiezno$¢ szeregu » .7, %_
Rozwigzanie

Obliczamy granice

lim -2l = Jim - L

n—roo 00n+7 — pTio 100+ L 100 *

Poniewaz ciag an = et jest zbiezny do liczby roznejod 0, zatem szereg > oo | ol

jest rozbiezny.

Przyktad 3

. . yaya 71 nn+1
Zbadamy zbieznos¢ szeregu > -, it 57)1,3
Rozwigzanie

n _1\" l
Przeksztat¢my ciag (a,) do postaci a,, = (751277?1 _ 511 Ay

3o

. 1. . 1+ .
Jezelin = 2k, gdzie k € Ny, toagy, = —5-1i

52k

o . 1,
Jezelin = 2k — 1,gdziek € N, toag,_1 = 57—231”1 i
2k+1

.l

lim —2 = —1.
k—oo 97T

: _ (=D"n+1 . C o (=1)"n+1 . ..

Zatem cigg a, = -~ —5— jest rozbiezny, a zatem szereg ) >° | ~——=— jest rozbiezny.

Przyktad 4

Zbadamy zbiezno&¢ ciggu >, n(\/n2 +1—+vn? - 1).
Rozwigzanie

Obliczamy granice ciggu:

lim n (Va2 +1-VZ—1) =

n—00



n(\/n2+1—\/n2—1) (\/n2+1+\/n2—1)

= fm, (Ve Var) =
= lim 2n =

oo (VaZHi+vn?—1)

lim . =1

n—oo (it [1-L)

Poniewaz granicg ciagu a,, = n(\/ n?+1—+vn?— 1) jest 1, zatem na podstawie
warunku wystarczajgcego rozbieznosci szeregu mozemy stwierdzic¢, ze szereg
>y n(\/n2 +1—+vn2— 1) jest rozbiezny.

Stownik

szereg liczbowy

szeregiem liczbowym o wyrazach ay, as, as, . . . nazywamy ciag, ktérego kolejnymi
wyrazami sg sumy poczgtkowych wyrazéw ciagu (a,,):

§1 = ay,
So = a1 + ag,

§3 = ay + az + ag,

jezeli ciag sum czesSciowych szeregu ma granice, to nazywamy jg sumg szeregu; jezeli
suma szeregu jest skonczona, to szereg nazywamy zbieznym, jezeli suma szeregu jest
nieskonczona lub jezeli cigg sum czeSciowych szeregu nie ma granicy, to szereg
nazywamy rozbieznym




Infografika

Przypomnijmy twierdzenie:

Twierdzenie: Kryterium poréwnawcze

Zakladamy, ze nieréwnos¢ 0 < a,, < b, zachodzi dla prawie wszystkich dodatnich liczb
naturalnych n.

.o + . .. , .. + . ..

Jezeli szereg Y. by, jest zbiezny, to rowniez szereg > '] a,, jest zbiezny.
Jezeli szereg Y "% a,, jest rozbiezny, to rowniez szereg > %] b,, jest rozbiezny.
Polecenie 1

Zapoznaj sie z metoda wykorzystania kryterium poréwnawczego przedstawiong w infografice.
Nastepnie wykonaj polecenie 2.

Polecenie 2

o d] 1

Wykaz, ze szereg > > | -

jest rozbiezny.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Czy szereg Z;’ozl nlﬁ jest rozbiezny?
() NIE
() TAK

Cwiczenie 2

Czy szereg > >° | (\/ n+1-— \/ﬁ) jest rozbiezny?

O NIE

O TAK

Cwiczenie 3

Szereg Zfbozl m jest zbiezny, gdyz mozemy skorzystac z kryterium poréwnawczego

i poréwnac go z szeregiem: , gdyz dla kazdej dodatniej liczby naturalnej n zachodzi
nieréwnos¢
o 2 1 1 1 1 o 1 2 1
- B - — > 1 £
n=l n n n3+1 n% n3+1 n=1 n n Vnd+l




Cwiczenie 4

Wskaz szeregi spetniajgce warunek wystarczajacy rozbieznosci.

BIPVIE

o0
() Dot/ o

D 2211 1+2—;.2. 4n

O >, 2

O X+

Cwiczenie 5
Wskaz wartosci parametru a € R, dla ktérych szereg Zf;l ﬁm jest rozbiezny.

vo|—

o o o o 0o O



Cwiczenie 6

2
Czy szereg Y (g; 7112 jest rozbiezny?

O NIE

O TAK

Cwiczenie 7

Zbadaj zbieznos¢ szeregu Zoo 1

n=1 n(x/nZ—i—l—n) )
Cwiczenie 8

Zbadaj zbiezno$¢ szeregu > | (\/3 n3-+4n? — n)



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: Szeregi rozbiezne

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VI. Ciagi.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) rozpoznaje zbiezne szeregi geometryczne i oblicza ich sume.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:
» bada rozbiezno$c¢ szeregoéw za pomocg innych szeregow.
Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego.

Formy pracy:



praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prezentuje temat: ,Szeregi rozbiezne” oraz cele zaje¢, omawiajac lub
ustalajgc razem z uczniami kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznajg si¢ z trescig w sekcji ,Przeczytaj” i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania. Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy.
Grupy na przemian zadajg przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora
udziela odpowiedzi. Nauczyciel uzupeinia wyjasnienia.

2. Nauczyciel przechodzi do sekcji ,Sprawdz si¢”. Zapowiada uczniom, ze w kolejnym
kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia numer 11 2, i beda to robi¢ wspolnie. Wybrana
osoba czyta po kolei polecenia. Po kazdym przeczytanym poleceniu ochotnik udziela
odpowiedzi. Reszta uczniow ustosunkowuje si¢ do niej, proponujgc swoje pomysty.
Nauczyciel w razie potrzeby koryguje odpowiedzi, dopowiada istotne informacje,
udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. W kolejnym kroku uczniowie realizuja w parach ¢wiczenia 3-5, po ich wykonaniu
porownujg otrzymane wyniki z inng para.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultuja swoje
rozwigzania z innym uczniem i ustalaja jedna wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:
1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”

Praca domowa:

1. Uczniowie zapoznaja sie¢ z medium w sekcji ,Infografika” i rozwigzuja polecenia z nim
zZwigzane.

Materialy pomocnicze:



Szeregi i tablice statystyczne
Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzysta¢ medium w sekciji ,Infografika” do pracy przed lekcja.
Uczniowie zapoznajg si¢ z jego trescia i przygotowuja do pracy na zajeciach w ten
sposob, zeby moc samodzielnie rozwigza¢ zadania w temacie ,Szeregi rozbiezne”.
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