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Zrodto: dostepny w internecie: Vinod Thadhani z Pixabay, domena publiczna.

Lekcje fizyki przyblizyty Ci juz zapewne takie pojecia jak ruch prostoliniowy, ruch
jednostajny, jednostajnie przyspieszony lub jednostajnie opozniony. Niewykluczone, ze
podczas uczenia si¢ tych zagadnien pojawily sie¢ w Twojej glowie pytania: Czemu kazdy
z tych ruchow ma odmienne wzory na predkosc¢? Jak obliczy¢ predkos¢ oraz
przyspieszenie punktu, ktory nie porusza si¢ zadnym z wyzej wymienionych ruchow?
W niniejszej lekcji postaramy sie¢ odpowiedzie¢ na te pytania.

Twoje cele

» Opiszesz ruch prostoliniowy za pomocg trajektorii.
o Zdefiniujesz predkos¢ i przyspieszenie dla dowolnego ruchu prostoliniowego.


https://pixabay.com/pl/users/leafwriter-2563007/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3049469
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=3049469

Przeczytaj

Zatozmy, ze mamy do czynienia z niekonczacyg sie drogg. Znajduje si¢ na niej punkt
materialny, ktory moze si¢ poruszac do przodu lub do tytu. Taki ruch nazywamy
prostoliniowym. Nasze przemieszczenie w czasie bedzie opisywata funkcja s, nazywana
dalej trajektorig, ktora kazdej chwili ¢ przyporzadkowuje potozenie punktu materialnego

w chwili ¢.
Przyktad 1

Znajdziemy funkcje przemieszczenia w przypadku, gdy rozwazany przez nas punkt
znajduje sie w chwili 0 w punkcie 2 i nie wykonuje zadnego ruchu az do chwili 3.
Wowczas potozenie punktu materialnego w kazdej chwili od 0 do 3 wynosi 2. Funkcja
s:(0,3) — R jest wiec dana wzorem

s(t) = 2,

a jej wykres ma postac
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Przyktad 2

Zobaczmy teraz jak wygladatby ruch punktu materialnego, ktorego funkcja
przemieszczenia s : (0,4) — R jest funkcja liniowg dang wzorem

s(t) = —t+2.

Zauwazmy wpierw, ze wykres funkcji jest postaci



javascript:void(0);

s(t)=—-t+2

-2

Rozwazany ruch zaczyna sie wiec w 2 za$ koriczy w (—2). Ponizsza animacja ukazuje
nam, ze punkt porusza si¢ jednostajnie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DxGF08FUq

Przyktad 3

Tym razem rozwazymy ruch opisany przez funkcje przemieszczenia s : (0,2) — R
dang wzorem

s(t) = =2t + 2.

Rysujac wykres funkcji s przekonujemy sie, ze tak jak w poprzednim przyktadzie, ruch
punktu rozpoczyna sie w 2 i konczy (—2).


https://zpe.gov.pl/a/DxGF08FUq

s[m] A

Tym razem odbywa sie jednak w dwa razy krotszym czasie. Mozna to takze
zaobserwowac na podstawie animaciji.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DxGF08FUq

Widzimy zatem, ze punkt materialny porusza si¢ dwa razy szybciejniz w poprzednim
przyktadzie. Jest to zwigzane z tym, ze funkcja przemieszczenia —2¢ + 2 ma dwa razy
wiekszy wspotczynnik kierunkowy niz —t + 2. Przyjrzyjmy sie animacji przedstawiajace;j
jednoczes$nie ruch obu punktow.


https://zpe.gov.pl/a/DxGF08FUq

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DxGF08FUq

Zauwazmy, ze ruch opisany przez kazdy z powyzszych przyktadow jest jednostajny.
Oznacza to, ze w zadnej chwili nie dochodzilo do przyspieszenia ani op6znienia.
Rozwazymy zatem ruch o nieco wigkszej zmiennosci, tj. jednostajnie przyspieszony.

Przyktad 4

Kilogramowa kulka spada swobodnie z wysokosci 100 metrow na planecie, ktorej
przyspieszenie grawitacyjne wynosi 10 3. JeZeli przyjmiemy, Ze s(t) oznacza wysoko$¢
(a zatem potozenie) kuli w chwili ¢, v(t) - predkos¢ w chwili ¢, za$ a(t) - przyspieszenie
w chwili ¢, to korzystajac ze wzordw znanych z lekciji fizyki otrzymamy

s(t) = 100 — 5¢%, v(t) = —10t oraz a(t) = —10.

Aby obliczy¢ predkosc w pierwszej sekundzie ruchu mozemy skorzystac¢ z powyzszego
wzoru. Otrzymujemy wowczas

(1) = —10.

Przedstawimy teraz inny sposob na otrzymanie tego samego wyniku. Policzmy wpierw
$rednig predko$¢ ruchu od chwili 1 do chwili 3. Mamy s(1) = 95 oraz s(3) = 55. Srednia
predkos¢ kuli w czasie od 1 do 3 bedzie zatem wynosita

3 _ 2 o

Z kolei srednia predkos¢ od chwili 1 do 2 jest rowna

s(2)—s(1) _ 80-95 __
2-1 — 1 = —15.

W ogélnosci, Srednia predkos$¢ w czasie od 1 do 1 + h wynosi


https://zpe.gov.pl/a/DxGF08FUq
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s(1+h)—s(1) s(1+h)—s(1) 100—5(1+h)*—95 100—5(1+2h+h?)—95
1+h—1 - h - A = 3 = —10 — 5h

Przechodzac z h do zera otrzymujemy ze

R =) 10 ERY 10 —
lim -~ lim (10 — 5h) = ~10 = w(1).

Okazuje sie zatem, ze granica ilorazu roznicowego przy h — 0 funkcji przemieszczenia
jest rowna predkosci w chwili 1. Postepujac podobnie otrzymujemy

lim v(t+h}3—v(t) — lim 710(t+hh)+10t — _i0= a(t).
h—0 h—0

Tym samym granicg ilorazu réoznicowego w punkcie ¢ przy h — 0 funkcji predkosci jest
przyspieszenie.

Powyzszy przykiad jest szczegdlnym przypadkiem zaleznosci, ktora stanowi gtowny cel
tejlekcji. Aby przejs¢ do ogolnego przypadku przypomnimy definicje pochodnej funkcii
w punkcie.

Definicja: pochodna funkcji
Pochodna funkcji f w punkcie ¢ty nazywamy liczbe

’ _ Yien S(toth)—f(to)
f (to) = lim Z25=220,

Ustalmy teraz trajektorie s: (a,b) — R, gdzie a,b € R, a < b. Pochodna funkcji s w chwili
t nazywamy predkosciag punktu materialnego w chwili ¢. Funkcjg predkosci nazywamy
funkcje v, ktora kazdej chwili t € (a,b) przyporzadkowuje predko$¢ punktu materialnego
w chwili ¢. Przyspieszenie w chwili ¢t € (a, b) jest pochodng funkcji v w ¢, za$ funkcja
przyspieszenia - a jest przyporzadkowaniem, ktore kazdej chwili przypisuje przyspieszenie
w chwili ¢.

Przyktad 5

Przyjmijmy teraz, ze trajektoria s, opisujgc ruch pewnego punktu materialnego, jest
postaci

s(t) = at + B,

gdzie a oraz (3 s3 liczbami rzeczywistymi. Latwo policzy¢ wtedy predkos$¢ rozwazanego
punktu materialnego

. s(t+h)—s(t) . a(t+h)+p—(at+p)
v(t) = lim ———= = lim -

= lim =—— = a.
h—0 h h—0 h

Otrzymujemy zatem, ze punkt materialny ma stalg predkos$¢ rowna wspotczynnikowi
kierunkowemu funkcji s. Thumaczy to obserwacje poczynione w przyktadach 2 i 3. Na
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poczatku tejlekcji zatozylisSmy takze, ze omawiany ruch jest prostoliniowy. Stad punkt
materialny porusza si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym. Na koniec policzmy
przyspieszenie tego punktu

Tym samym dochodzimy do dobrze znanego z lekciji fizyki wniosku, iz przyspieszenie
w ruchu jednostajnym prostoliniowym wynosi 0.

Wszystkie rozwazane do tej pory przyktady mozna byto obliczy¢ postugujgc sie teorig
poznang juz na lekcjach fizyki. Ponizej podamy przyktad ruchu, ktérego
przeanalizowanie wykracza juz poza ramy standardowego kursu fizyki
ponadpodstawowe;j.

Przyktad 6
Trajektoria s : (0,2) — R punktu materialnego jest dana wzorem
s(t) = t3.

Ponizej przedstawiony jest wykres tego ruchu wraz z animacja.

s[m] A

8




Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DxGF08FUq

Policzymy predkos¢ oraz przyspieszenie punktu materialnego w pierwszej sekundzie.
W celu wyznaczenia predkosci ustalmy ¢ € (0, 2) i policzmy

s(t+h)—s(t)

— N o
= lim (3t + 3th + h?) = 3t2.

h—0

Otrzymujemy zatem, ze funkcja predkoéci ma posta¢ v(t) = 3t%. Mozemy na jej podstawie
obliczy¢ przyspieszenie

2
3(t+h’)l =3 _ lim 3t2+6th-’il-3h2—3t2 = lim (6t + 3h) == 6t.
h—0 h—0

UL — fim
Stad v(1) = 3 oraz a(1) = 6. Predko$¢ punktu materialnego w pierwszej sekundzie
wynosita zatem 3 =, za$ jego przyspieszenie byto rowne 6 . Mozemy jeszcze
narysowac wykresy predkosSci oraz przyspieszenia aby otrzymac bardziej peiny obraz
ruchu punktu materialnego.


https://zpe.gov.pl/a/DxGF08FUq
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funkcja, ktora kazdej chwili przyporzadkowuje potozenie punktu materialnego w tej



przyspieszenie

w chwili ¢ - pochodna funkcji predkosci w chwili ¢



Film samouczek

Polecenie 1

Poznates juz interpretacje fizyczng pochodnej. Wiesz zatem, ze jezeli droge punktu
materialnego opisuje funkcja s, to predkos¢ v tego punktu w chwili ty wyrazona jest wtasnie

jako pochodna funkcji s w punkcie ¢y, a zatem v(ty) = }Lin% M}w
ﬁ

Zwrd¢ uwage, ze mozemy uprosci¢ nieco powyzszy zapis przyjmujac U(h) = w

Wielko$¢ U (h) jest wiec $rednia predkoscia w czasie od ty do ¢ty + h. W konsekwencji
v(tg) = lim U(h).
h—0

Wykorzystujac powyzszy zapis, postaramy sie znalez¢ graficzng interpretacje pochodnej
funkcji.

Zapoznaj sie z ponizszym materiatem. Zwrdé¢ szczegdlng uwage na zaleznosci pomiedzy
interpretacja graficzna i fizyczng pochodnej funkgji.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D19uK0DQU

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejinterpretacii fizycznej pochodne;.

Polecenie 2

Zatézmy, ze droge jaka przebyt pewien obiekt w zaleznosci od czasu t opisuje funkcja
s(t) —at’ + bt + ¢, gdzie a # 0. Oblicz z jakim przyspieszeniem porusza sie ten obiekt.



https://zpe.gov.pl/a/D19uK0DQU

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Korzystajac z informacji na wykresach, wskaz wszystkie zdania prawdziwe.

v [kTm} ! Anna v [kTm] ! Zofia
v(t) v(t)
10 10
’ I T )

Zosia zmienita kierunek ruchu.

Obie dziewczyny zatrzymaty sie po trzech godzinach.

Ania zmienita kierunek ruchu.

Ania przez caty czas poruszata sie ze statym przyspieszeniem.

Zosia wrocita do punktu wyjscia.

Zosia przez caty czas poruszata sie ze statym przyspieszeniem.

o o o o o O 0O

Ania wrocita do punktu wyjscia




Cwiczenie 3

Trzech piecioletnich rowerzystow (wraz z rodzicami) wyruszyto na godzinng przejazdzke
rowerowa. Ich odlegtoé¢ od domu opisuja funkcje: s;(t) = t* km, s5(¢) = t* km oraz
Sg(t) =t km.

Ktéry z rowerzystéw miat najwiekszg predkosé po 15 minutach? Wskaz
poprawng odpowiedz.

() Trzeci.
() Pierwszy.

() Drugi.

Cwiczenie 4
Uzupetnij tekst, wstawiajac odpowiednie liczby.

Plastikowa kulke wystrzelono z balkonu pionowo w goére. Odlegtosc pitki od powierzchni
ziemi w zaleznosci od czasu opisuje wzor d(t) = —t% + 6t + 16. Dziedzing funkcji jest

przedziat (0, T'), gdze T oznacza moment, w ktorym kulka dotknie ziemi.

Zatem T’ :‘ ’ Balkon znajduje sie na wysokosci metrow.

Kulka zaczeta spadac¢ po‘ ’sekundach.




Cwiczenie 5

Na ktérym z ponizszych wykreséw przedstawiono pochodna funkcji d(t) = —t2 4 6t + 16?

-1

o[ A

25
20
15

10

-5

Cwiczenie 6
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Niech funkcja d(t) = —t* + 6t 4 16 opisuje wysokos¢ jaka osiaga plastikowa kulka
wystrzelona z balkonu, gdzie 0 < t < 6 oznacza czas jaki uptynat od jej wystrzelenia (liczony
w sekundach). Oblicz predko$¢ tej kulki po uptywie trzech sekund.



Cwiczenie 7 @

Niech funkcja d opisuje droge jaka pokonat samochdd na autostradzie w zaleznosci od czasu
(w minutach). Dobierz w pary zdania, ktore sg réwnowazne.

Samochadd zatrzymat sie w czwartej

minucie. @) aE) =

W trzeciegj i pigtej minucie samochod

) _
poruszat sie w tym samym kierunku. d (4) =0
Predkos¢ poczatkowa samochodu , ,
= 4
wynosita 0, 04 Il;’frll @l g = 1d7(4)]
Samochdd uzyskat najwieksza predkosc #(0) = 0,04

w czwartej minucie.

W trzeciegj i pigtej minucie samochdd

9 . 9
poruszat sie w przeciwnych kierunkach. i) - 3] <0



Cwiczenie 8 @

s[km]k
9
s(t)
6
3
- - -
0 0,5 1 1,5 2 t[h]

Uzupetnij tabele dotyczaca predkosci rowerzysty korzystajac z powyzszego wykresu jego
odlegtosci od domu.

W ktérym momencie rowerzysta poruszat sie z najwiekszg predkoscia?, Jaka byta predkosé
rowerzysty w 20 minucie?, Jaka byta predko$¢ rowerzysty w 60 minucie?, na samym poczatku
podrdézy, miedzy 15 a 30 minutg, 3kmh, 9kmh

Pytanie Odpowiedz

W ktérym momencie
rowerzysta poruszat sie
z najwiekszg predkoscia?

Jaka byta predkosc¢
rowerzysty w 20 minucie?

Jaka byta predkos$¢
rowerzysty w 60 minucie?




Dla nauczyciela

Autor: Michal Beldzinski, Julia Wodka

Przedmiot: Matematyka

Temat: Interpretacja fizyczna pochodnej

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) stosuje definicje pochodnejfunkciji, podaje interpretacje geometryczng i fizyczng
pochodnej;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii
» kompetencje cyfrowe
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢
Cele operacyjne:

Uczen:

 opisuje ruch prostoliniowy za pomocg trajektorii,
 definiuje predkosc¢ i przyspieszenie dla dowolnego ruchu prostoliniowego.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;
o dyskusja;



 pracaz ekspertem;
o liga zadaniowa.

Formy pracy:

e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;
telefony z dostepem do internetu.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

Nauczyciel wytania wsrod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢ z materiatlem zawartym
w sekcji ,Przeczytaj”

Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg burzy mozgoéw przypominajg poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Na lekcji uczniowie pracujg w grupach pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponuja
grupom rozwigzywanie zadan, ktore przygotowali w domu (zadania oparte na
przykladach z sekciji ,Przeczytaj’). W razie problemow - stuzg pomocg, wyjasniajg
niezrozumiate elementy.

2. Nauczyciel dzieli klase na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia
interaktywne na czas (od tatwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie
rozwiaze ¢wiczenia jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniow
ocenami za aktywno$c¢. Rozwigzania sg prezentowane na forum klasy i omawiane krok
po kroku.

Faza podsumowujaca:

i

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Nauczyciel ponownie odczytuje temat lekciji: ,Interpretacja fizyczna pochodnej”
i inicjuje krotka rozmowe na temat zrealizowanych celow (czego uczniowie sie
nauczyli). Na koniec prosi chetnego ucznia o podsumowanie i - jesli to potrzebne -
uzupelnia informacje.



Praca domowa:

1. Uczniowie zapoznaja si¢ z medium w sekcji ,Film samouczek” i rozwigzujg polecenia
Z Nim zwigzane.

Materialy pomocnicze:
» Pochodne funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym
Wskazowki metodyczne:

 Film samouczek moze zosta¢ wykorzystany do pracy przed lekcja. Uczniowie zapoznaja
sie z jego trescig i przygotowuja do pracy na zajeciach w ten sposob, zeby moc
samodzielnie pracowac na lekcij.
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