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Réwnanietgxz = a

Zrodto: Kevin Phillips, dostepny w internecie: www.pixabay.com.

W tym materiale wykorzystamy wiasnosci funkcji tangens do rozwigzywania rownan
postaci tg £ = a. Warto wiec przypomniec sobie, jak wyglada wykres funkcji tangens oraz
podstawowe wiasnosci tego wykresu. Wazne badzie tez korzystanie z wtasnosci funkciji
tangens, a w szczegolnosci z jej okresowosci.

Twoje cele

o Poznasz i zastosujesz metody rozwigzywania rownan typu: tg £ = a w zadanym
przedziale.

» Poznasz i zastosujesz metody rozwigzywania réwnan typu: tg £ = a w zbiorze liczb
rzeczywistych.

 Poznasz i zastosujesz metody rozwigzywania rownan typu: tg(cz + d) = a w zbiorze
liczb rzeczywistych.




Przeczytaj

Przypomnijmy wiasnos$ci funkcji tangens, z ktorych bedziemy korzystac¢ przy

rozwigzywaniu rownan.
Twierdzenie: o wiasnosciach funkcji tangens
Opiszmy wiasno$ci funkcji y = tg z, gdy = # 4 + km, gdzie k € Z.

1. Funkcja tangens jest funkcja okresowg o okresie zasadniczym 7' = .

2. Funkcija tangens jest funkcjg nieparzysta.

3. Zbiorem wartoSci jest zbior liczb rzeczywistych.

4. Funkcja tangens nie ma wartosci najwiekszej. Funkcja tangens nie ma wartosci
najmniejszej.

5. Srodkiem symetrii wykresu funkciji tangens jest kazdy punkt o wspotrzednych
(££,0), gdzie k € Z.

Liczba rozwiazan réwnania tg £ = a w przedziale (— R g)

s ™

Narysujmy wykres funkcji y = tg « w przedziale (— R 7). Narysujmy takze prosta
oroéwnaniu y = a, gdzie a jest pewna ustalona liczbg rzeczywista.

Poruszajmy suwakiem na ponizszym aplecie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DtvBc4psF


https://zpe.gov.pl/a/DtvBc4psF

Zauwazmy, ze w przedziale (—%, I ) funkcjay = tgz przyjmuje kazda wartos¢ rzeczywista
dokladnie jeden raz. Zatem rownanie tg £ = a ma w przedziale (— 5 %) doktadnie jedno

rozwigzanie. Na aplecie zostato oznaczone jako zo, czyli tg xo = a.

Rozwiazania réwnania tg * = a w dziedzinie
Funkcja y = tg x jest funkcjg okresowq o okresie zasadniczym 1" = .

Zobaczmy w aplecie, jak zachowujg sie punkty wspolne wykresu funkcji y = tg x i proste;j
o rOwnaniu y = a.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DtvBc4psF

Zauwazmy zatem, ze jezeli xo jest rozwigzaniem rownania tg x = a w przedziale (— s %),
to wszystkie rozwigzania tego rbwnania majg postac: x = x( + km, gdzie k € Z.
Twierdzenie: o rozwigzywaniu rownania tgz = a

Algorytm szukania rozwigzan roOwnania tgx = a:

1. Znajdujemy jedno rozwigzanie x, takie, ze tg zy = a.
2. Zapisujemy wszystkie rozwigzania rOwnania tg z = a:

r = xo + km, gdziek € Z.

Przyktady
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Przyktad 1

Rozwigzemy w przedziale (—%, %) rownanie: tgz = —@.
Rozwigzanie
Najpierw wyznaczymy jedno rozwigzanie rownania tgz = —@ w przedziale (— R %)
Poniewaz tg & = @, to korzystajgc z zaleznosci tg(—z) = — tgx otrzymujemy:
tg(—%) = —tgF = 4.
Zatem rozwiazaniem réwnania tgx = —% w przedziale (— s %) jestz = —¢.
Przyktad 2
Rozwiaz . . 3 e
ozwigzemy rownanie: tgx = —-3- w catej dziedzinie.
Rozwigzanie
Skorzystamy z rozwigzania poprzedniego przyktadu.
. . , . o ﬁ . T T . _ T
Rozwigzaniem rownania tgz = —-5~ w przedziale (— 53 ) jestzo = — 5.

Korzystajgc z twierdzenia o rozwigzywaniu rownania tg x = a, otrzymujemy odpowiedz:
T = —% + km, gdzie k € Z.

Przyktad 3
Rozwigzemy rownanie /3 tg (2:(: + 1) = -3
Rozwigzanie

Przeksztalcamy rownanie do postaci: tg (230 + 1) = —/3.

Podstawmy z = 2z + 1, otrzymujemy wowczas rownanie tg z = —v/3.

Znajdujemy jedno rozwigzanie: zp = — 3.

Zatem rozwigzaniami rownaniatg z = —v/3 s3: z = —% + km, gdzie k € Z.

Poniewaz z = 2z 4 1, wOwczas rozwigzaniami rOwnania sg ¢ = —% -5+ %, gdzie
ke Z.

Przyktad 4

Dla jakich wartosci parametru m € R rownanie |tg z| = m? — 3m ma dwa rozwigzania

w przedziale (—%, %)



Rozwigzanie
Zauwazmy, ze zbiorem warto$ci funkcji y = | tg x| jest jest przedziat (0, +00).

Funkcja y = | tg x| wartoé¢ 0 przyjmuje tylko dla argumentu 0, natomiast kazdg warto$¢
dodatnia przyjmuje dla dwoch argumentdéw o przeciwnych znakach.

Zatem rownanie |tg m‘ — m? — 3m ma dwa rozwiazania w przedziale (— T %) wtedy
i tylko wtedy, gdy m? — 3m > 0.

Rozwigzujemy nierowno$¢ kwadratowg: m(m — 3) > 0,

otrzymujemy odpowiedz: m € (—o0,0) U (3, +00).

Stownik
rozwiazanie réwnania z jedng niewiadomg

liczba spetniajaca rownanie, czyli liczba, ktora po podstawieniu za zmienng daje rownos¢
liczb po praweji lewej stronie rownania.

zbiér rozwigzan réwnania z jedna niewiadoma

zbior liczb spetniajacych réwnanie.



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ponizsza animacja, a nastepnie wykorzystaj przedstawiong metode do

wykonania kolejnych polecen.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/Dseof XIrw

Film nawigzujgcy do treSci materiatu na temat rownania tgz = a.

Polecenie 2

Zaznacz poprawng odpowiedz.

Rozwiazania réwnania tg 2z = tg(—5z) maja postac:
x = %%—%,gdziekEZ

k; ,gdziek € Z
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x:%—i—%,gdziekez

O z=-%+ 5 gddekecZ

Polecenie 3

Rozwiaz réwnanie: tg 5x + tg 7x = 0.



https://zpe.gov.pl/a/DseofXJrw

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz prawidtowe dokonczenie zdania. Rozwigzaniem réwnania tgx = —1 jest:




Cwiczenie 2

Wskaz wszystkie rozwigzania réwnania tg(a: + %) = —?.
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Cwiczenie 3

Potacz w pary rownanie i rozwigzanie.

tgdr =1
tgd 2z = —@

tg2x = —1

tg?x =3
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Cwiczenie 4

Wstaw odpowiednie elementy w puste miejsca w teksScie, aby otrzymac zdanie prawdziwe.

a:=%—|—2k7r|ubw=—%+2k7r”th:B—3=0Hw=%+k7rluba::%—|—k7r

<mathx=n3+krmt lub z = % + km ’ ‘ T = % + 2kmlubxz = —% + 2km

3tg2z —1=0

Cwiczenie 5
Wskaz réwnanie, ktérego zbiorem rozwigzan sg nastepujace liczby: ¢ = % gdziek € Z.

tgx +tgde =0

tg2z = tgbzx

o O O

tgr = tgda
() tg2r+tgbr =0
Cwiczenie 6

Kazdemu z ponizszych réwnan przyporzadkowujemy liczbe, ktora jest najmniejszym
rozwigzaniem dodatnim. Uporzadkuj réwnania w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej
przyporzadkowanej liczby.

tg2x =tgl7zx s
tg3x:% -
tgdx =1 =
tgbx +tgbxr =0 =



Cwiczenie 7 @
Uzupetnij ponizszy tekst, wpisujac odpowiednie liczby catkowite w puste pola.

Réwnanie [tg(3z — 5)| = |2m — 1| — 3 ma przynajmniej jedno rozwiazanie wtedy i tylko

wtedy, gdy m nalezy do sumy przedziatow:
hug

Cwiczenie 8 @

(—OO,

, +00).

Uzupetnij ponizsze zdanie.

Wpisz w pole sume wszystkich rozwiazan réwnania tg*(3z) = 16, ktére naleza do przedziatu

(—314, 314).




Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel

Przedmiot: Matematyka

Temat: ROwnanie tgx = a

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VII. Trygonometria. Zakres rozszerzony. Uczen:

6) rozwiazuje rownania i nieréwnosci trygonometryczne o stopniu trudnosci nie wigkszym
niz w przyktadach: 4 cos 2x cos 5x = 2cos 7z + 1, 2 sin?z < 1.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen

e rozwiazuje rOwnanie postaci: tg * = a w zadanym przedziale,

e rozwiazuje postaci: tg z = a w zbiorze liczb rzeczywistych,

 rozwigzuje rownanie postaci: tg(cxz + d) = a w zbiorze liczb rzeczywistych,

« analizuje wykres funkcji tangens w celu rozwigzania rOwnania trygonometrycznego.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
 liga zadaniowa.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,RoOwnanie tg x = a”, wskazuje cele zaje¢ oraz
ustala z nimi kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznajg si¢ z trescig w sekcji ,Przeczytaj” i zapisuja
w zeszycie minimum dwa pytania dotyczgce rozwigzywania rownan z funkcjg tangens.
Nastepnie nauczyciel dzieli uczniéw na dwie grupy. Grupy na przemian zadaja
przygotowane wczesniej pytania grupie przeciwnej, ktora probuje udzieli¢
odpowiedzi. Nauczyciel uzupetnia wyjasnienia.

2. Uczniowie indywidualnie analizujg przedstawiong metode rozwigzywania rownan
tg x = tgy w animacji, nauczyciel w razie potrzeby wyjasnia pojawiajgce si¢
watpliwosci. Nastepnie uczniowie rozwigzujg polecenia znajdujace si¢ pod animacjq.

3. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawnos¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonujg w grupach na czas ¢wiczenia 3-7
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania na forum klasy.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”
2. Nauczyciel przypomina temat zaje¢: ,Réwnanie tgx = a” i podsumowuje przebieg
zaje¢. Wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow.

Praca domowa:
1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenie nr 8 z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Materialy pomocnicze:



» Wykresy i wlasnosci funkciji trygonometrycznych
Wskazowki metodyczne:

« Animacj¢ mozna wykorzystac jako podsumowanie i utrwalenie wiedzy na temat
rozwigzywania réwnan trygonometrycznych postaci tgz = tgy.


https://epodreczniki.pl/a/wykresy-i-wlasnosci-funkcji-trygonometrycznych/D1B4mxxtC

