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Zrédto: Eric Veiga, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Wiasnosci paraboli, bedacejwykresem funkcji kwadratowej majg zastosowanie w wielu
dziedzinach zycia - m.in. w okularach teleskopowych, w astronomii oraz trajektorii lotu
pocisku w wojskowosci. Bardzo czesto parabola jest spotykana w budownictwie

w ksztattach domow.

W materiale omowimy przesuniecie wykresu funkcji kwadratowej wzdtuz osi X. Bedziemy
rozwigzywac ¢wiczenia interaktywne, bazujgc na czesci teoretycznej materiatu
i omowionych przyktadach.

Twoje cele

o Okreélisz whasnosci funkcji kwadratowej okreélonejwzorem f(z) = az? po
przesunieciu jej wykresu wzdluz osi X.

e Zauwazysz, ktore wlasnosci funkcji kwadratowej zmieniaja si¢ wraz z przesunieciem
jej wykresu wzdtuz osi X.

o Wykorzystasz zdobytg wiedze do rozwigzywania problemoéw matematycznych.




Przeczytaj

W tejlekcji omowimy przesuniecia paraboli, bedacej wykresem funkcji kwadratowe;j
okreélonejwzorem f(z) = ax?, gdzie a € R\ {0}, wzdluz osi X uktadu wspoétrzednych.

Przesunigcie paraboli, bedgcejwykresem funkcji kwadratowej, wzdtuz osi odcigtych
uktadu wspolrzednych powoduje nie tylko zmiane potozenia wykresu tej funkcji w uktadzie
wspotrzednych, ale takze jej niektorych wiasnosci. Na podstawie obserwacji potozenia
paraboli, bedacej wykresem funkcji kwadratowej po przesunieciu ustalimy, ktore wiasnosci
nie ulegng zmianie, a takze okreslimy, co zmienia si¢ po takim przeksztalceniu.

Definicja: przesuniecie wykresu funkcji f wzdtuz osi X

y = f(z — p) otrzymujemy przez przesuniecie paraboli, bedacej wykresem funkcji

y = f(z) o:

e pjednostek w prawo, gdy p > 0,
 pjednostek w lewo, gdy p < 0.

Naszkicujmy parabole, bedaca wykresem funkcji okreslonej wzorem f(z) = 2z

W celu naszkicowania wykresu funkcji f przedstawmy w tabeli warto$ci funkcji f dla kilku

argumentow:
x —2 -1 0 1 2
f(z) 8 2 0 2 8

Wykres funkcji f przedstawia sie nastepujaco:
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Przesunmy parabole, bedgca wykresem funkcji f o 3 jednostki w prawo, wzdtuz osi X.
W ten sposob otrzymujemy parabole, bedaca wykresem funkciji g.

Wtedy wykresy funkcji f i g przedstawiajg si¢ nastepujaco:
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Otrzymana parabola, bedaca wykresem funkcji g = f(z — 3) jest przystajgca do paraboli,
bedacejwykresem funkcji f.

Zauwazmy, ze dziedzina funkcji g jest taka sama, jak dziedzina funkcji f, podobnie - zbiory
wartosci sa takie same.



OkresSlmy niektore wtasnosci funkciji g:

 wierzchotek paraboli, bedacej wykresem funkcji g ma wspotrzedne (3, 0),
 o0sig symetrii paraboli, bedacejwykresem funkciji g jest prosta o rownaniu x = 3,
« funkcja g jest malejaca w przedziale (—oo, 3),

« funkcja g jest rosngca w przedziale (3, 00),

Jezeli przesuwamy wykres funkcji kwadratowej f okreslonejwzorem f(z) = ax?, gdzie
a > 0, wzdtuz osi X o p jednostek w prawo lub p jednostek w lewo, to otrzymujemy wykres
funkciji g o nastepujacych wlasnosciach:

 wierzchotek paraboli, bedacej wykresem funkcji g ma wspotrzedne (p, 0)
 0sig symetrii paraboli, bedacejwykresem funkciji g jest prosta o rownaniu x = p,
« funkcja g jest malejaca w przedziale (—oo, p),

« funkcja g jest rosngca w przedziale (p, 00),

o funkcja g przyjmuje wartos¢ najmniejszg dla argumentu « = p.

Naszkicujmy parabole, bedaca wykresem funkcji f okreslonejwzorem f(z) = —3z2.

W celu naszkicowania wykresu przedstawmy w tabeli warto$ci funkcji f dla kilku
argumentow:

z —2 -1 0 1 2
f(z) ~12 -3 0 —3 ~12

Wykres funkcji f przedstawia sie nastepujaco:

-3




Przesunmy parabole, bedgca wykresem funkcji f o 1 jednostke w lewo, wzdtuz osi X. W ten
sposob otrzymujemy parabole, bedaca wykresem funkciji g.

Wtedy wykresy funkcji f i g przedstawiajg si¢ nastgpujaco:
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Otrzymana parabola, bedaca wykresem funkcji g = f(z + 1) jest przystajgca do paraboli,
bedacejwykresem funkcii f.

Zauwazmy, ze dziedzina funkcji g jest taka sama, jak dziedzina funkcji f podobnie - zbiory
wartosci sa takie same.

Okres$lmy niektore wlasnosci funkcji g:

wierzchotek paraboli, bedacej wykresem funkcji g ma wspotrzedne (—1,0),

0s3 symetrii paraboli, bedacej wykresem funkcji g jest prosta o rownaniu z = —1,
funkcja g jest rosngca w przedziale (—oo, —1),

funkcja g jest malejgca w przedziale (—1, 00),

Jezeli przesuwamy wykres funkcji kwadratowej f okreslonejwzorem f(z) = ax?, gdzie
a < 0, wzdtuz osi X o pjednostek w prawo lub p jednostek w lewo, to otrzymujemy wykres
funkciji g o nastepujacych wiasnosciach:

 wierzchotek paraboli, bedacej wykresem funkcji g ma wspotrzedne (p, 0)
 o0sig symetrii paraboli, bedacejwykresem funkciji g jest prosta o rownaniu x = p,
« funkcja g jest rosngca w przedziale (—oo, p),

« funkcja g jest malejaca w przedziale (p, 00),

 funkcja g przyjmuje warto$¢ najwieksza dla argumentu x = p.



Parabole, bedgca wykresem funkeji g okre§lonejwzorem g(z) = a(z — p)* otrzymujemy
przez przesuniecie paraboli, bedacej wykresem funkcji kwadratowej f okreslonej wzorem
f(x) = az?, gdzie a € Roraza # 0:

e o pjednostek w prawo lub w lewo wzdluz osi X,

« owektor @ = [p, 0].

Przeksztalcenia paraboli, bedacej wykresem funkcji kwadratowejwzdtuz osi X
wykorzystamy do rozwigzywania problemow matematycznych.

Przyktad 1

Parabole, bedaca wykresem funkcji kwadratowej f okreélonejwzorem f(x) = %:ﬂ

przesunieto o 6 jednostek w lewo wzdtuz osi X i otrzymano parabole, bedgca wykresem
funkciji g.
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Dla funkcji g wyznaczymy:

a) os symetrii wykresu funkciji,

b) przedzialy monotonicznosci,

c) wspotrzedne wierzchotka paraboli, ktora jest wykresem tej funkciji.
Rozwigzanie:

a) o$ symetrii wykresu funkcji g opisujemy za pomocg réwnania z = —6,
b) funkcja g jest:

« malejgca w przedziale (—oo, —6),




 rosngca w przedziale (—6, 00).
c) wierzchotek paraboli, bedgcej wykresem funkcji g ma wspotrzedne (—6,0).
Przyktad 2

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji kwadratowej f okres$lonej wzorem

flz) = — %:c2 oraz wykres funkcji g po przesunieciu o 2 jednostki w prawo wykresu
funkcji f wzdluz osi X.
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OkreSlimy:

a) rownanie osi symetrii wykresu funkciji g,

b) wartosc¢ funkciji g dla argumentu 12.

Rozwigzanie:

a) osig symetrii wykresu funkcji g jest prosta o rownaniu ¢ = 2,

b) mozemy zauwazy¢, ze zachodzi zaleznos¢ g(x) = f(x — 2), zatem
9(12) = f(12 — 2) = £(10) = — 5 - 10> = —50.

Przyktad 3

1.2
3.’13

przesunieto o 4 jednostki w lewo wzdtuz osi X i otrzymano parabole, bedacg wykresem

Parabole, bedaca wykresem funkcji kwadratowej f okreslonejwzorem f(x) =

funkcii g.



Uporzadkujmy rosngco liczby: g(—8), g(—4), g(—3) oraz g(—6).
Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze osig symetrii wykresu funkciji g jest prosta o rownaniu £ = —4 oraz
ramiona paraboli, bedgcejwykresem funkcji g sa skierowane do gory.

Poniewaz funkcja g jest malejaca w przedziale (—oo, —4) oraz rosngca w przedziale
(—4,00), zatem

9(=4) < g(=3) < g(-6) < g(=8).

Przyktad 4

Naszkicujemy wykres funkcji f okreslonejwzorem f(z) = —(z + 2)°.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze w celu naszkicowania wykresu funkcji f wystarczy:

o naszkicowa¢ wykres funkcji g okreslonejwzorem g(z) = —2?,

« przesunaé wykres funkcji g o wektor @ = [—2, 0], co jest réwnoznaczne
z przesunieciem wykresu tej funkcji o 2 jednostki w lewo wzdtuz osi X.

W celu naszkicowania wykresu przedstawmy w tabeli wartoSci funkciji g dla kilku
argumentow:

T —2 -1 0 1 2
9(x) —4 -1 0 -1 —4
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Przyktad 5

Funkcje kwadratowa f okreélono wzorem f(z) = ax?. Niech g(z) = f(x — 2) oraz
h(z) = g(x + 5). Wyznaczymy:

a) wspolrzedne wierzchotka paraboli, bedacej wykresem funkciji h,
b) 0§ symetrii paraboli, bedacej wykresem funkgciji h.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze jezeli g(z) = f(z — 2) oraz h(z) = g(x + 5), to:
h(z) = f(x —2+45) = f(z + 3).

Zatem parabole, bedaca wykresem funkcji h otrzymamy przez przesuniecie paraboli,
bedacejwykresem funkciji f o 3 jednostki w lewo wzdtuz osi X.

a) wierzchotkiem paraboli, bedgcej wykresem funkcji h jest punkt o wspotrzednych
(_37 0)7

b) osig symetrii paraboli, bedacej wykresem funkciji h jest prosta o réwnaniu
T = -3

Przyktad 6

Dana jest funkcja kwadratowa f okreslona wzorem f(x) = —2x2. Parabole, bedaca
wykresem funkcji f przesunieto o 2 jednostki w lewo wzdtuz osi X i otrzymano parabole,
bedaca wykresem funkcji g. Dodatkowo parabole, bedaca wykresem funkcji f
przesunieto o 2 jednostki w prawo wzdtuz osi X i otrzymano parabole, bedaca wykresem



funkcji h. Wykazemy, ze roznica warto$ci funkcji g i A dla dowolnego x € C jest liczbg
podzielng przez 16.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze:

g(z) = f(z +2)

h(z) = f(z - 2)

Dziedzing kazdej z funkcji f, g, h jest zbior liczb rzeczywistych.

Wowczas:

g(z) = h(z) = flz +2) — fz - 2) =

= 20 +2)" ~ (~2(2 —2)°) = ~2(a® + 4z + 4) — (-2(2* — 4z + 4)) =
= —2x? — 8z — 8+ 2z% — 8z + 8 = —16x

Poniewaz réznica tych wartosci jest iloczynem liczby 16 i liczby catkowitej , zatem

rozpatrywana liczba jest podzielna przez 16.

Stownik
przeksztatcenie wykresu funkcji f(x - p)

przesuniecie wykresu funkcji f wzdtuz osi X o p jednostek w prawo (p > 0) lub p
jednostek w lewo (p < 0)



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Uruchom symulacje interaktywna. Odczytaj, jakie wartosci po przesunieciu paraboli,
bedacej wykresem funkcji kwadratowej przyjmujg wspotrzedne wierzchotka paraboli
oraz rownanie osi symetrii. Okresl rowniez miejsce zerowe oraz przedziaty

monotonicznosci otrzymanej funkcji.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DFQUAWvV3S

Polecenie 2

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(z) = — }1 z2. Podaj wspotrzedne wierzchotka
paraboli, ktéra jest wykresem tej funkcji, rownanie osi symetrii, miejsce zerowe oraz
przedziaty monotonicznosci dla funkcji w przeksztatceniu, jezeli po przesunieciu
paraboli, bedacej wykresem funkcji f otrzymujemy parabole, bedaca wykresem funkgji

g okreslonej wzorem:

a) g(z) = f(z —3)

b) g(x) = f(z + 2)


https://zpe.gov.pl/a/DFQUAWv3S

Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: ® ) @

Cwiczenie 1 @)
Cwiczenie 2 ¢
Cwiczenie 3 O
Cwiczenie 4 O
Cwiczenie 5 O
Cwiczenie 6 C)
Cwiczenie 7 @

Dana jest funkcja kwadratowa f okreslona wzorem f(z) = 5z2.

Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej k liczba f(k + 1) — f(k — 1) jest podzielna
przez 20.




Cwiczenie 8 @
Dana jest funkcja kwadratowa okreslona wzorem f(x) = —222. Parabole, bedaca
wykresem tej funkcji przesunieto o 2 jednostki w prawo i otrzymano parabole, bedaca

wykresem funkgcji g, jak na ponizszym rysunku.

Uporzadkuj malejaco liczby: g(0), g(1), g(2), g(4).



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Przesuniecie wykresu funkcji y = ax? wzdtuz osi X

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

V. Funkcje. Zakres podstawowy. Uczen:

12) na podstawie wykresu funkcjiy = f (x) szkicuje wykresy funkcjiy=f (x-a),y=f (x)+Db,
y=-f(x),y=f (-x);

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje cyfrowe;

« kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

» okresla wlasnosci funkcji kwadratowej po przesunieciu jej wykresu wzdtuz osi
odcietych uktadu wspotrzednych.

» sprawdza, ktore wlasnoSci nie zmieniaja si¢, a ktore ulegajg zmianie przy przesunieciu
wykresu funkcji kwadratowej wzdtuz osi X.

 stosuje zdobytg wiedze¢ do rozwigzywania problemoéw matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
» metoda tekstu przewodniego;
 objasnienie nowejwiedzy.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,Przesuniecie wykresu funkcji y = ax?

wzdluz osi X7, wskazuje cele zaje¢ oraz ustala z nimi kryteria sukcesu.
2. Uczniowie metodg burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracuja w 2 grupach, metodg tekstu przewodniego - wykorzystujac
odpowiednie tresci z sekcji ,Przeczytaj”. Celem 1 grupy jest poznanie wiasnosci
wykresu funkcji kwadratowej po przesunieciu w prawo wzdtuz osi odcietych, a grupy
2 - po przesunieciu tego wykresu w lewo. Wszyscy uczniowie spotykajg sie przy
»okraglym stole”. Zadaniem przedstawicieli grup jest przekazanie zdobytej wiedzy
pozostatym uczniom. Nastepnie uczniowie wspolnie ustalaja wiasnosci funkcji
kwadratowej, w zaleznosSci od tego, w ktorg strone sg skierowane ramiona paraboli.

2. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢ z materiatem w sekcji ,Symulacja interaktywna”,
a nastepnie dzielg sie¢ zdobyta wiedzg z pozostalymi uczniami. Nastepnie wykonuja
polecenia zawarte w tej sekciji.

3. Uczniowie metoda kot i mysz rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne 1- 5 w sekcji
»Sprawdz sie”. Mysz stara si¢ jak najlepiej rozwigza¢ zadania, a kot sprawdza ich
poprawnosc¢. Po 2 nieudanych probach kot ,lapie mysz”, ktora odpada z gry. Aby gra
toczyla si¢ dalej - role uczniow odwracajg si¢ i mysz staje si¢ kotem - procedura si¢e
powtarza. Wyniki pracy omawiane s3 na forum i komentowane przez nauczyciela.

4. Zadania numer 6, 7i 8 uczniowie wykonuja indywidualnie, a nastepnie omawiaja je
wspolnie z nauczycielem.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci.



Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Przesuniecie wykresu funkcji y = az? wzdtuz osi X”).

Materialy pomocnicze:

e Jednomian kwadratowy i jego wspotczynniki. Przesunigcie wykresu jednomianu
kwadratowego wzdtuz osi uktadu wspotrzednych.

Wskazowki metodyczne:

» Materiat w sekciji ,Symulacja interaktywna” mozna wykorzystac jako powtorzenie
wiadomosci w temacie przesuniecia wykresu funkcji kwadratowe;j.

e ,Symulacje interaktywng” mozna wykorzysta¢ do wyznaczania wzoru funkcji
kwadratowej po przesunieciu jej wykresu wzdtuz osi odcietych uktadu wspotrzednych.
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