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promieni i Srednic kot

Zrédto: Sylabo, dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Twierdzenie Pitagorasa jest chyba najpardziej znanym twierdzeniem z geometrii
plaszczyzny. Ma ono takze wiele zastosowan. Tu pokazemy, jak mozna zastosowac
twierdzenie Pitagorasa do obliczania dtugosci odcinkow, ktore sa elementami okregow lub
kot. Sprobujemy na przykiad rozstrzygnac, czy majgc do dyspozyciji dwa proste kije, kazdy
o dtugosci 1,7 m, mozemy je utozy¢ na cembrowinie studni o $rednicy 2 m, tak, zeby
przywiazany do kija obciazony sznur wskazywat doktadnie srodek okregu cembrowiny.

Twoje cele

e Majac dang dlugo$c¢ cieciwy okregu i znajac jej odlegltosc od srodka okregu, obliczysz
dtugos¢ promienia tego okregu wykorzystujac twierdzenie Pitagorasa.

» Wykorzystasz twierdzenie Pitagorasa do obliczenia dtugosci cieciwy lub odleglosci
srodka okregu od danejjego cigciwy.

o Wykorzystasz twierdzenie Pitagorasa do rozwigzywania problemow geometrycznych
dotyczacych okregu.

e Zastosujesz twierdzenie Pitagorasa do przeprowadzania dowodow geometrycznych.




Przeczytaj

Przesledzmy kilka przyktadow dotyczacych okregow lub kot, w ktorych wykorzystamy
twierdzenie Pitagorasa.

Przyktad 1

W okregu o promieniu 17 poprowadzono cieciwe, ktora jest oddalona od srodka tego
okregu o 8. Oblicz jej dtugosc.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia, jak na rysunku.

Odleglo$c¢ srodka S okregu od cieciwy AB to dlugos¢ najkrotszego odcinka, ktérego
jednym koncem jest punkt S, a drugim - punkt lezacy na cieciwie AB. Jak wiemy,
odlegtos¢ punktu S od prostej to dtugos$¢ odcinka SM prostopadiego do tej proste;j,
ktorego koniec M lezy na tej prostej. Poniewaz odcinki AS i BS sg promieniami okregu,
to trojkat ABS jest rownoramienny. Oczywiscie, o ile cieciwa nie jest $Srednicg okregu.
Zatem najkrotszy z odcinkow taczacy srodek S z cigciwa A B to wysokos¢ SM trojkata
ABS. Spodek M tejwysokosci jest zatem $rodkiem cieciwy AB.

Z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie ASM otrzymujemy |AS|> = |AM|* + |SM|?,

czyli 17% = 2% + 82,

Stad z = /172 — 8 = 15. Zatem |AB| = 2z = 30.
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Przyktad 2

Punkt C'lezy na cieciwie AB okregu o srodku S. Dlugosci odcinkow AC, BC'i SC sg
rowne: |AC| = 4, |BC| = 101 |SC| = 5. Oblicz promien tego okregu.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Poprowadzmy odcinek SM, gdzie M to Srodek cieciwy AB. Niech r = |SA| oraz
z = |SM| Wtedy |AM| = |[BM| = £ =7, wiec [CM| =7 -4 =3.

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkgta CM .S otrzymujemy |CS|> = |CM|? + |SM|?, czyli
52 = 32 + z2.

Stad z = v/52 — 32 = 4.

Ponownie korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, ale tym razem dla trojkata AM .S mamy
|AS|* = |AM|* + |SM?,

czylir? = 72 + 42,
Stad r = V72 4+ 42 = V/65.
Przyktad 3

W okregu o $srodku S i promieniu r poprowadzono dwie prostopadte cieciwy ABi CD
o dtugosciach |[AB| = ai |CD| = b, przecinajgce sie w punkcie P. Odlegto$¢ miedzy

punktami S'i P jest rowna |SP| = d. Udowodnij, ze 7 = 4/ W.



Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

7 twierdzenia Pitagorasa dla trojkata AM S otrzymujemy |AS|*> = |AM|* + |SM|?, czyli
r? = (%)2 + x2.

Stad 2° = 7% — %,

Tak samo z twierdzenia Pitagorasa dla dla trojkata CN S otrzymujemy
CS]” = |CN* + |SN|”, czylir? = (§)" + 47 Stady? = 2 — &,

Ponownie wykorzystamy twierdzenie Pitagorasa dla tréjkata SM P. Dostajemy wtedy
ISP = |SM|* 4+ |[MP|*, czyli d* = 2* + 2.

Stad i z otrzymanych poprzednio dwéch réwnoéci mamy d? = r? — “72 + 72 — %2, skad

. . 2 _ g2, & | B 2 _ 4d4ad’4¥?
otrzymujemy kolejno 2r° = d* + 4 + J,r° = T -
2 2 2 . .
Zatemr = 4/ w. To nalezato udowodni¢.

Przyktad 4

Pokazemy, ze majac do dyspozycji dwa kije, kazdy o dtugosci 1,7 m mozemy tak je utozyc
na okraglej cembrowinie studni o $rednicy 2 m, zeby mozna bylo do ktérego$ z tych
kijow przywigza¢ obciazony sznur, ktory bedzie wskazywat srodek okregu cembrowiny.

Rozwigzanie
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Zanim sporzadzimy rysunek, zauwazmy, ze skoro obcigzony sznur ma wskazywac srodek
okregu cembrowiny studni, to musi on by¢ przywigzany do ktoregos kija w punkcie
lezacym doktadnie w $rodku okregu. Wobec tego kij ten musi by¢ utozony wzdtuz
Srednicy studni. Poniewaz jednak jego dtugosc¢ jest mniejsza od $rednicy studni, to nie
moze on opierac si¢ na cembrowinie dwoma koncami. Stad wniosek, ze jednym koncem
musi opierac sie na drugim kiju, ktory z kolei musi obydwoma koncami opierac si¢ na
cembrowinie. Teraz mozemy wiec sporzadzi¢ odpowiedni rysunek.

C

Potozmy kije tak, zeby kij AB by} prostopadty do kija C'D. Minimalng dlugos¢ kija
oznaczmy przez ¢, a wiec |AB| = |CD| = z, a przez r - promien okregu.

Wowczas przyprostokgtna DS trojkata prostokgtnego AD.S ma dlugos$c rowna
|IDS| =z —r.

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy |AS|*> = |AD|* + |DS|?, czyli
2 z |2 2
= (&) +(x—-r)".

r.

wi|oo

Stad 72 = %2 + x? — 2rz + r?, a dalej 5Tx2 =2rz,czyliz =

Zatem x = % - 2r. To oznacza, ze kijmusi mie¢ dlugos¢ co najmniej rowna % dtugosci
Srednicy.

Jesli wiec Srednica cembrowiny jest rowna 2 m, to dtugosc kija musi by¢ réwna co

najmnie;j % -2 = 1,6 m. Kijo dlugosci 1,7 m spetnia ten warunek.

Stownik



twierdzenie Pitagorasa

Jezeli a i b sg dlugo$ciami przyprostokatnych, za$ ¢ dtugo$cia przeciwprostokatnej
w trojkacie prostokatnym, to zachodzi zwigzek a® + b% = 2.

cembrowina studni

betonowy krag uniemozliwiajacy osuwanie si¢ ziemi do otworu studni



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z ta czescig animacji, ktéra zawiera zadanie pierwsze wraz z jego rozwigzaniem.

Zwrdéc¢ uwage na figure, jaka tworzy cieciwa kota i promienie poprowadzone do jej koncow.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D141GJZR6

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy zwigzkow miarowych kot.

Polecenie 2

Zapoznaj sie z ta czescig animacji, ktora zawiera zadanie drugie. Wtacz pauze po zapoznaniu
sie z trescig zadania. Zastanow sie, czy problem postawiony w tym zadaniu mozna sprowadzié¢
do problemu z zadania pierwszego.



https://zpe.gov.pl/a/D141GJZR6

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dwie réwnolegte cieciwy okregu, kazda o dtugosci 40, sg oddalone od siebie 0 9. Wynika stad,
ze Srednica tego okregu ma dtugos$¢ rowng
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Cwiczenie 2 3

Cieciwa okregu o promieniu 20 jest oddalona od srodka tego okregu o 12. Wynika stad, ze
dtugosc¢ tej cieciwy jest réwna
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Cwiczenie 3 ¢

Cieciwa AB przecina $rednice C'D okregu w punkcie M pod katem 45°. Odcinki AM i BM
maja dtugosci réwne odpowiednio 1i 7.

Promien tego okregu jest wiec rowny

o O O O



Cwiczenie 4

O
Na rysunkach przedstawione sg zacieniowane figury wraz z niezbednymi wymiarami

potrzebnymi do obliczenia pdl tych figur. Uporzadkuj te figury od tej, ktéra ma najmniejsze
pole do tej, ktéra ma najwieksze pole.




Cwiczenie 5

Styczna do okregu w punkcie A przecina sieczna tego okregu w punkcie P. Srodek S okregu
lezy w odlegtosci d od siecznej, a cieciwa BC okregu wyznaczona przez sieczng ma dtugosc
2 b. Odcinek PB siecznej jest rowny promieniowi r okregu, a odcinek AP stycznej ma
dtugos¢ a. Punkt S lezy wewnatrz kata AP B (zobacz rysunek).

Wskaz wszystkie prawdziwe réwnosci.

a? + b = 2r?

r? =2 4 o2

a® = d?® + b% + 2br

O o 0o d

a? 4 d? = b% + 2r?



Cwiczenie 6

Dwa okregi o jednakowych promieniach i sSrodkach S i T przecinaja sie w punktach A i B.
Wspdlna sieczna tych okregdw przecina okrag o srodku S w punktach A i C, a okrag o $rodku
T w punktach A i D. Punkt D lezy na prostej ST Cieciwy AC'i AD maja dtugosci |[AC| = 2
i|[AD| = 4.

Oblicz promien kazdego z tych okregéw.



Cwiczenie 7 @

Cieciwa A B zewnetrznego okregu pierscienia kotowego o srodku S jest styczna do
wewnetrznego okregu tego pierscienia, a dtugosc tej cieciwy jest rowna d (zobacz rysunek).

Udowodnij, ze pole tego pierscienia nie zalezy od promieni tych okregéw.
Cwiczenie 8 O

Wierzchotki czworokata ABC'D o bokach dtugosci a, b, ¢, d lezg na okregu, a przekatne AC'i
BD tego czworokata sg prostopadte. Wykaz, ze promien r tego okregu jest rowny

_ a24-b2+c24-d?
r=4/ "5 .



Dla nauczyciela

Autor: Henryk Dgbrowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Wykorzystanie twierdzenia Pitagorasa do obliczania promieni i Srednic ko6t
Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria.

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wyznacza promienie i Srednice okregdw, dtugosci cigciw okregow oraz odcinkow
stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;

12) przeprowadza dowody geometryczne.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

 oblicza promienia okregu, majgc dang dtugosc¢ cieciwy tego okregu i znajac jej
odleglosc¢ od srodka okregu wykorzystujgc twierdzenie Pitagorasa,

 oblicza dtugosci cigciwy lub odlegtosci sSrodka okregu od danejjego cieciwy
wykorzystujac twierdzenie Pitagorasa,

e rozwigzuje problemy geometryczne dotyczace okregu wykorzystujac twierdzenie
Pitagorasa,

o przeprowadz dowody geometryczne wykorzystujac twierdzenie Pitagorasa.

Strategie nauczania:



» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

metoda stolikow eksperckich;

lekcja odwrocona;

dyskusja;

burza mozgow.
Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gltoSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
o zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Uczniowie przypominaja sobie twierdzenie Pitagorasa.
Faza wstepna:

e Przedstawienie uczniom tematu: ,Wykorzystanie twierdzenia Pitagorasa do obliczania
promieni i Srednic kot” oraz celow lekciji, a nastepnie okreslenie kryteriow sukcesu.

» Uczniowie metodg burzy moézgoéw przypominajg poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcii.

Faza realizacyjna:

e Przed lekcja nauczyciel wylania wsrod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja sie
z materialem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,Przeczytaj’). W razie
problemoéw - stuza pomocy, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

« Nauczyciel prosi uczniow, aby zapoznali si¢ z materiatem w sekcji ,Animacja”
Uczniowie zapisujg ewentualne watpliwosci i niezrozumiate aspekty, ktore zostaty
w nim przedstawione - nauczyciel ttumaczy je na forum klasy.



o Wybrani uczniowie wykonuja ¢wiczenia nr 3-4 na forum klasy. Nauczyciel sprawdza
poprawnos¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami na biezaco.

« Uczniowie indywidualnie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultuja swoje
rozwigzania z innym uczniem i ustalaja jedna wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

e Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.

» Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac sie do wySwietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekcji
~Wprowadzenie”.

Praca domowa:

e Uczniowie wykonuja ¢wiczenianr1, 2, 5 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

o Twierdzenie Pitagorasa
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze wykorzysta¢ animacje do pracy przed lekcja. Uczniowie zapoznajg si€ z jej
trescia i przygotowujg do pracy na zajgciach w ten sposob, zeby moc samodzielnie
pracowac podczas lekciji.
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