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Zrédto: Hector J. Rivas, dostepny w internecie: pxhere.com, domena publiczna.

Umiesz juz wykresla¢ przekroj osiowy walca i stozka. W tym materiale wykorzystasz
umiejetnos¢ myslenia przestrzennego oraz umiejetno$¢ podejmowania decyzji dotyczacej
planowania strategii rozwigzywania zadan z geometrii przestrzennej. Twoim celem bedzie
rozwigzywanie problemoéw dotyczacych walca opisanego na stozku.

Twoje cele

o Nauczysz sie¢ wykresla¢ przekroj osiowy przedstawiajacy walec opisany na stozku.
o Wykorzystasz zwigzki miarowe geometrii ptaskiej do rozwigzywania zagadnien
zwigzanych z geometria przestrzenna.




Przeczytaj

Walec opisany na stozku

Wyobrazmy sobie walec opisany na stozku. Zastanéwmy si¢: jakie warunki muszg by¢
spelnione, aby walec opisa¢ na stozku? W jaki sposob wykresli¢ walec opisany na stozku na
kartce papieru?

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DI1DirTtFk

Zapamietaj

Walec jest opisany na stozku wtedy i tylko wtedy, gdy podstawa stozka jest jedng z podstaw
walca, a wierzchotek stozka jest srodkiem drugiej podstawy walca.

Zadania dotyczgce walca opisanego na stozku mozna sprowadzi¢ do prostych zadan
geometrii ptaskiej. Na rysunku ponizej przedstawiono przekroj osiowy walca opisanego na
stozku. Przekr¢j ten pomoze nam w planowaniu strategii rozwigzania wielu zadan
geometrii przestrzenne;j.
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Zauwazmy, ze dlugos¢ promienia podstawy walca opisanego na stozku, jest rowna dtugosci
promienia podstawy stozka i podobnie dlugos¢ wysokosci walca jest rowna dlugosci
wysokosci tego stozka.

Do rozwigzania zadan dotyczgcych walca opisanego na stozku wykorzystamy znane nam
twierdzenia geometrii plaskiej: twierdzenie Pitagorasa oraz twierdzenie cosinusow,
wykorzystamy takze zalezno$c¢ dla cosinusa kata podwojonego.

Przyktad 1

W walec o promieniu podstawy dtugosci 10 cm i wysokosci 24 c¢cm wpisano stozek.
Obliczmy pole powierzchni bocznej stozka.

Rozwigzanie

1) Wykonujemy rysunek przedstawiajacy te sytuacje. Wygodnie jest narysowac przekroj
osiowy odpowiednio utozonych bryt. Rysunek powinien by¢ czytelny.
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2) Przyjmujemy oznaczenia.

|OB| = r dtugo$¢ promienia podstawy walca i stozka,
|OS| = H dlugos¢ wysokosci walca i stozka.

3) Pole powierzchni bocznej stozka obliczymy ze wzoru P, = wrl, gdzie [ oznacza
dtugo$c¢ tworzacej stozka, w tym przypadku to dtugos¢ odcinka BS.

4) Z tréjkata OBS i twierdzenia Pitagorasa mamy H? + r? = [2, zatem 242 4 102 = [2,
stad [ = 26 [cm)].

5) Pole boczne stozka wynosi P, = - 10 - 26 = 2607 [cm?].
Przyktad 2

W walec wpisano stozek. Tworzgca stozka ma dtugos¢ 17 cm a srednica podstawy walca
ma dlugos¢ 30 cm. Wyznaczmy cosinus kata rozwarcia stozka. Uzasadnimy, ze jest to kat
rozwarty.

Rozwigzanie

1) Wykonujemy czytelny rysunek. Wystarczy narysowac przekroj osiowy tych bryt.



A

2) Przyjmijmy oznaczenia:
|AB| = 2r dtugo$¢ $rednicy podstawy walca i podstawy stozka,
|BS| = |AS| = I dlugo$¢ tworzacej stozka.

Zadanie mozemy rozwigza¢ dwoma sposobami:
I sposab:
Z trojkata ABS i twierdzenia cosinuséw wyznaczymy kat rozwarcia stozka a.

Mamy zatem (2'r)2 = 12 + 1> — 21 cos o, po podstawieniu otrzymujemy odpowiednio
900 = 289 + 289 — 2 - 289 - cos . Stad cos @ = — 22 = — 101
Poniewaz cos a < 0, to kat rozwarcia stozka « jest katem rozwartym.

IT sposoéb:

Poprowadzmy wysoko$¢ stozka SO, gdzie punkt O jest srodkiem podstawy stozka.

D S C

A B
Zauwazmy, ze kat o = 21 ze wzoru na cosinus kata podwojonego mamy
cos23 = 1 — 2sin® B oraz trojkata OBS mamy sin 8 = 1. Wynika stad, ze

cosa = cos 283 = 1—2sin2,B: 1-2. (i_?)z - _%'

Poniewaz cos a < 0, to kat rozwarcia stozka « jest katem rozwartym.
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Przyktad 3

W walec wpisano stozek. Kat rozwarcia stozka jest katem prostym, za$ wysokos¢ walca
ma dlugos¢ 12 cm. Obliczmy réznice pomiedzy polem powierzchni catkowitej walca
i polem powierzchni catkowitej stozka.

Rozwigzanie

Rysujemy przekroj osiowy bryly.

D S C

Przyjmujemy oznaczenia.

|OB| = r dtugo$¢ podstawy stozka i walca,
|OS| = H dtugo$¢ wysokosci walca i stozka,
|BS| = I dlugo$¢ tworzgcej stozka,

|<<ASB| = 90° miara kata rozwarcia stozka.

Zauwazmy, ze trojkat OBS jest trojkatem rownoramiennym, zatem |OS| = |OB| = 121
|BS| = 12v/2.

Pole powierzchni catkowitej walca obliczymy ze wzoru P, = 27r(r + H), stad
Py =2m-12- (12 + 12) = 576m.

Pole powierzchni catkowitej stozka obliczymy ze wzoru P.s = 7r(r + 1),
P,—m-12- (12 n 12\/5) — 1447 + 144127,

Roznica pomiedzy polem powierzchni catkowitej walca a polem powierzchni catkowitej
stozka wynosi P, — Pay = 5761 — 1441 — 144y/27 = (432 _ 144\/5)71‘ em?].

Przyktad 4



W walec wpisano stozek o wysokosci dtugosci H. Pole powierzchni bocznej stozka jest
rowne polu powierzchni bocznejwalca. Wyznaczmy objeto$¢ walca.

Rozwigzanie

Rysujemy przekroj osiowy bryly.

D

Przyjmujemy oznaczenia.

|OB| = r dtugo$¢ podstawy stozka i walca,
|OS| = H diugo$¢ wysokosci walca i stozka,
| BS| = I dtugo$¢ tworzacej stozka.

Pole powierzchni bocznejwalca wyrazamy wzorem Py, = 2mrH oraz pole powierzchni
bocznej stozka wzorem P,y = 7rl.

Z warunkéw zadania otrzymujemy zalezno$¢ 2wrH = 7rl, stad mamy 2H = [.

Objetos¢ walca obliczymy ze wzoru V,, = 7r? H. Zauwazmy, ze z twierdzenia Pitagorasa
dla tréjkagta OBS mamy H? + r? = I2.

Zatem z ukladu warunkéow 2H = 1i H? + r? = I? otrzymujemy H? + r? = 4H?, a stad
2 2
r°=3H".

Objetoé¢ walca zatem jest rowna Vi, = w- 3H? - H = 3nH?3.

Przyktad 5



W walec wpisano stozek. Pole powierzchni bocznej stozka jest rowne polu powierzchni
bocznejwalca. Wyznaczmy miare kgta rozwarcia stozka.

Rozwigzanie

Rysujemy przekroj osiowy bryly.

D

Przyjmujemy oznaczenia.

|OB| = r dtugo$¢ podstawy stozka i walca,

|OS| = H dtugosé¢ wysokosci walca i stozka,

|BS| = I dlugo$¢ tworzacej stozka.

Kat rozwarcia stozka, ktory mamy wyznaczy¢ to <CASB. Przyjmijmy, ze |[<ASB| = a.
Wyznaczymy miare kgta rozwarcia stozka dwoma metodami.

I metoda

Z warunkéw zadania otrzymujemy zalezno$¢ 2wrH = 7rl, stad mamy 2H = [.

Zauwazmy, ze z twierdzenia Pitagorasa, mamy H 2492 =2 zatem H? + r? = 4H?,
astad r? = 3H2

Okreslmy cos a stosujac twierdzenie cosinusow dla trojkata ABS. Mamy zatem
(2r)? = 12 4 > — 21? cos a.. Podstawiajac odpowiednio otrzymujemy zaleznosé
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4-3H*>=2-4H* —2.4H”cosa, stad 12H? = 8H% — 8 H? cos o, zatem
cosa = —% = —%, stad a = 120°.
II metoda

Przyjmijmy |<OSB| = § = +a. W tréjkacie prostokatnym OBS mamy zalezno$¢

cos B = %

Z warunkow zadania otrzymujemy zalezno$¢ 2nrH = 7rl, stad mamy 2H = [.

Zatem cos B = % = % Otrzymujemy 8 = 60°, astad a = 120°.

Kat rozwarcia stozka « jest kagtem rozwartym o mierze o« = 120°.

Stownik
przekrdj osiowy stozka

przekroj stozka plaszczyzng zawierajgca o$ obrotu stozka. Przekrodj osiowy stozka jest
trojkagtem rownoramiennym

przekréj osiowy walca

przekrojwalca ptaszczyzng zawierajacg oS obrotu walca. Przekroj osiowy walca jest
prostokatem

twierdzenie cosinusow

w dowolnym trojkgcie, kwadrat dtugosci dowolnego boku jest rowny sumie kwadratow
dtugosci pozostatych bokow pomniejszonej o podwojony iloczyn dtugosci tych bokow
i cosinusa kata zawartego mi¢dzy nimi

c? = a® + b — 2abcosy
twierdzenie Pitagorasa

jesli trojkat jest prostokatny, to suma kwadratow dtugosci przyprostokatnych jest rowna
kwadratowi dtugosci przeciwprostokatnej

a® + b2 = c?
cosinus kata podwojonego

zaleznoS§¢ opisujaca cosinus miary kgta podwojonego

2 2

cos2a = cos’a — sina = 2cos’a—1=1—2sin’«



Aplet

Polecenie 1

Rozwazmy trdjkat prostokatny obracajacy sie wokét prostej réwnolegtej do jednej
z przyprostokatnych i przechodzacej przez wierzchotek tréjkata nienalezacy do tej
przyprostokatnej. Jakg bryte otrzymamy w wyniku takiego obrotu?

Poréwnaj swojg odpowiedz z obrotem przedstawionym w ponizszym aplecie.

Aby otrzymac rézne rodzaje trojkata, zmieniaj potozenie punktu S. Obserwuj jaka bryta

powstanie w wyniku takiego obrotu.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D502jpxNk
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Polecenie 2

Rozwazmy trojkat prostokatny ABC (jak na rysunku), gdzie |AC| = 10 cm oraz
|<tABC| = a. Trdjkat ten obracamy wokét prostej rownolegtej do przyprostokatnej AC
i przechodzacej przez wierzchotek B. Oblicz objeto$¢ powstatej bryty.

B

Polecenie 3

Tréjkat ABC przedstawiony na rysunku obraca sie wokét prostej réwnolegtej do boku AB
i przechodzacej przez punkt C. Wiedzac, ze |BC| = 14 c¢m, |AC| =8 cmi |AB| = 18 cm,
oblicz objetos¢ bryty powstatej w wyniku tego obrotu.

A

Polecenie 4

W walcu wydrazono stozki (patrz aplet powyzej). Udowodnij, ze objetos¢ czesci walca
pozostatego po wydrazeniu stozkdéw jest niezalezna od wyboru dtugosci wysokosci tych
stozkow.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)
Dany jest walec opisany na stozku. Przekrdj osiowy tego stozka jest tréjkagtem réwnobocznym

o polu powierzchni réwnym 147\/5 cm?. Oblicz objeto$¢ walca opisanego na tym stozku.
W rachunkach przyjmij m = % Whpisz odpowiedz.

D S C

Cwiczenie 2 @)

W walec wpisano stozek. Wiedzac, ze stosunek pola powierzchni bocznej walca do pola
powierzchni bocznej stozka wynosi 1 : 1. Wybierz wszystkie zdania prawdziwe.

[ ] Pole powierzchni catkowitej stozka i walca s3 takie same.
(] Kat rozwarcia stozka ma miare 120°.
(] Dtugosé wysokosci walca jest dwa razy wieksza od dtugosci tworzacej stozka.

(] Dtugos¢ wysokosci walca jest dwa razy mniejsza od dtugosci tworzacej stozka.




Cwiczenie 3 @
Dany jest walec opisany na stozku. Zaznacz rysunek, na ktérym przedstawiono przekroéj
osiowy opisanej sytuacji.

Cwiczenie 4

Stosunek dtugosci wysokosci walca do dtugosci tworzacej stozka wpisanego w ten walec

wynosi % , wynika stad, ze miara kata rozwarcia stozka wynosi:

O 60°
O 30°
O 150°

O 120°

Cwiczenie 5

Dany jest walec opisany na stozku. Przekrojem osiowym tego walca jest kwadrat, natomiast

dtugos¢ tworzacej tego stozka wynosi 4v/5 cm. Oblicz objetoéé walca.
Cwiczenie 6

Kat rozwarcia stozka wpisanego w walec ma miare 150°. Wiedzac, ze dtugosc¢ srednicy
podstawy walca wynosi 8 cm, oblicz objeto$¢ walca.



Cwiczenie 7 @

W walec wpisano stozek. Stosunek pola powierzchni bocznej walca do pola powierzchni
bocznej stozka wynosi % Wyznacz cosinus kata rozwarcia stozka.

Cwiczenie 8 O

W walcu, wydrazono stozek o srednicy podstawy dtugosci a i wysokosci dtugosci dwa razy
dtuzszej od srednicy podstawy stozka. Przekroj osiowy walca po wydrazeniu stozka
przedstawiono na rysunku.

Wierzchotek stozka znajduje sie na powierzchni podstawy walca. Oblicz pole catkowite
powierzchni bryty pozostatej z walca po wydrazeniu stozka.



Dla nauczyciela

Autor: Malgorzata Bochenek
Przedmiot: Matematyka
Temat: Walec opisany na stozku

Grupa docelowa: Szkota ponadpodstawowa, liceum ogodlnoksztatcace, technikum, zakres
rozszerzony

Podstawa programowa:

Tresci nauczania - wymagania szczegolowe:
X. Stereometria

Uczen:

6) oblicza objetos¢ i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka, kuli,
rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,
kompetencije cyfrowe,

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie,

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

e rozpoznaje walec opisany na stozku i potrafi naszkicowac przekroj osiowy tej sytuaciji
» bada zwigzki miarowe miedzy odcinkami na wykreslonym przekroju osiowym
» przeprowadza rozumowanie pomagajgce ustali¢ strategie rozwigzania zadania.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm,
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

 dyskusja w oparciu o ¢wiczenia interaktywne,



e pokaz,
 analiza pomystow.

Formy pracy:

e pracaw grupach,
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

przekroje bryt obrotowych, model walca opisanego na stozku,

komputery z glto$nikami, stuchawkami i dostepem do Internetu,

zasoby multimedialne zawarte w e-podreczniku,

projektor multimedialny/ tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.
Przebieg lekcji

Przed lekcja:

i

1. Nauczyciel prosi uczniow o zapoznanie si¢ z treSciami zapisanymi w sekcji ,Przeczytaj
oraz o powtorzenie twierdzenia cosinusow i zaleznosci na cosinus kata podwojonego.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia temat: ,Walec opisany na stozku” i cele zajec¢.
2. Uczniowie formutujg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie analizujg przekroje osiowe walca i stozka na modelach. Zapoznaja si¢
z modelem walca opisanym na stozku.

2. Nauczyciel dzieli klase na 5 grup i przydziela kazdej grupie jedno polecenie z sekcji
»Przeczytaj”. Uczniowie przygotowuja rozwigzania i wspolnie omawiajg sposob
rozwigzania zadania umieszczonego w danym poleceniu na forum klasy.

3. Nauczyciel wykorzystuje aplet do zwizualizowania walca opisanego na stozku
powstatym poprzez obrot trojkata prostokatnego wokot prostej rownoleglej do jednej
z przyprostokatnych i przechodzacej przez wierzchotek trojkata nienalezacego do tej
przyprostokatne;j.

Nastepnie uczniowie rozwigzuja polecenie 2.

4. Uczniowie w grupach dzielg si¢ na mniejsze podgrupy i przygotowujg rozwigzania
¢wiczen od 1do 7z sekcji ,Sprawdz sie”

5. Wyznaczony przez nauczyciela uczen omawia rozwigzanie ¢wiczenia na forum klasy.

Faza podsumowujaca:



1. Nauczyciel omawia ewentualne problemy zwigzane z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji
»Sprawdz sie”.

2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do sformutowanych na poczatku lekcji kryteriow sukcesu.

Praca domowa:

Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenie 8 z sekcji ,Sprawdz si¢” oraz polecenia 3 i 4 w sekcji
~Aplet”.

Materialy pomocnicze:
Twierdzenie cosinusow
Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel wykorzystuje aplet do zwizualizowania bryt powstajacych poprzez obrot trojkata
wokot osi rownoleglej do jednego z bokow trojkata i przechodzacej przez wierzchotek
nienalezacy do tej osi. Nauczyciel moze poprosi¢ uczniow o uogoélnienie wiasnosci
dotyczacej objetosci bryt powstajacych poprzez obrot wokot omawianej proste;.
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