Jak obliczy¢ pochodng funkcji w punkcie, korzystajac
z definigji?
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Zrédto: Hester Giang, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Prawnik i matematyk francuski Pierre Fermat, odkryt zasade znajdowania minimow

i maksimow funkcji algebraicznych. Jego doSwiadczenia otworzyty droge rozwoju rachunku
rozniczkowego. Do tworcow rachunku rozniczkowego z pewnoscia naleza Gottfried
Leibniz oraz Isaac Newton. Jednym z ich odkry¢ byta pochodna funkcji. W materiale
omowimy, w jaki sposob obliczy¢ pochodng funkcji w punkcie, jezeli wykorzystamy
definicje pochodnej, a takze ilorazu réoznicowego funkcii.

Twoje cele

o Okreslisz definicje iloraz roznicowego.

o Okreslisz definicje pochodnej funkcji za pomocg ilorazu réznicowego funkcij.
e Obliczysz iloraz roznicowy funkcji oraz pochodna funkcji w podanym punkcie.
o Wykorzystasz zdobyta wiedze do rozwiazywania problemoéw matematycznych.




Przeczytaj

Przypomnijmy definicje ilorazu réznicowego funkciji.
Definicja: lloraz réznicowy funkcji
Niech f(z) oznacza dowolng funkcje okreslong w otoczeniu punktu .

llorazem roznicowym funkcji f(z) w punkcie x dla przyrostu h zmiennej niezaleznej
nazywamy wyrazenie

U(h) _ f(z0+h}3*f(l’0)

Jest to stosunek przyrostu wartosci funkciji do przyrostu argumentu funkcii.
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Zdefiniujmy pochodng funkcji w punkcie.
Definicja: Pochodna funkcji w punkcie

Niech f(z) oznacza dowolng funkcje okreslong w otoczeniu punktu . Jesli istnieje

skonczona granica }llm% M to te granice nazywamy pochodna funkcii f
_>

w punkcie xg i oznaczamy jako f’(z).

Stosujac ta definicje pokazemy, jak obliczy¢ pochodng funkcji w podanym punkcie oraz
wyprowadzimy, korzystajac z definicji, wzory na pochodne roznych funkciji.

Przyktad 1



Obliczymy, korzystajac z definicji, pochodna funkcji okreélonej wzorem f(z) = —2? + 3z
w punkcie xy = —2.

Rozwigzanie:
Mamy f(x) = —x* + 3z oraz zy = —2.

Obliczamy wartos¢ ilorazu réznicowego funkciji:

f(=2+h)—F(—2) —(—24h)243-(—24h)+(—2)*+6
U(h) = h = h =
_ —(4-4hth’)—6+3h+446  _414h K2 6+3ht446 _
— A — - —
_ 7h;h2 _7_ 1

Obliczamy pochodng funkcji f(z) = —x? + 3z w punkcie ¢y = —2:
P(-2) = lm(7T—h) =T
Przyktad 2

Obliczymy, korzystajac z definicji, pochodng funkcji okreslonejwzorem f(z) = z* + 2z
w punkcie xog = 3.

Rozwigzanie:
Mamy f(z) = z* + 2z oraz zo = 3.

Obliczamy wartos¢ ilorazu roznicowego funkcij:

3+h)—f(3 3+h)3+2-(3+h)—33—2.3
U(h):f( }Zf():( ) (h) _
_ 27T427h+9h2+h3+6+2h—27—6 _ 20R+9R2+AH%
— - — ; —
= 29 4+ 9h + h?

Obliczamy pochodng funkcji f(z) = x® + 2z w punkcie zo = 3:
’(3) = lim (29 + 9h + h?) = 29

F(3) = lim (29 + 9h + £?)

Przyktad 3

Wykazemy, ze pochodna funkciji okreélonejwzorem f(z) = ax? + bz + c, gdzie
a, b, c € R, wpunkcie z jest rowna 2ax( + b.

Rozwigzanie:

Mamy f(z) = az® + bz + c oraz dany punkt .
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Obliczamy wartos¢ ilorazu réznicowego funkciji:

U(h) _ f(3’0+h}z—f($0) _ a‘(370+h)2+b'($0+Z)+C—a'$o2—b'$o—c _

_azg’+2azoh+ah’+brg+bh+c—azgi—brg—c
= T =

2
= —2ax°h+hah tbh _ 2axg +ah+b

Obliczamy pochodng funkcji f(z) = az? + bx + ¢ w punkcie zo:
f(zo) = ’llirr(1](2a:)30 + ah +b) = 2axo + b

—
Przyktad 4

Wykazemy, ze pochodna funkcji okreslonejwzorem f(z) = %, gdziea € R\ {0},
w punkcie z jest rowna .

Rozwigzanie:
Mamy f(z) = - oraz dany punkt .

Obliczamy warto$¢ ilorazu roznicowego funkcij:

a-zg—a-xg—ah

_ f@oth)—f(w0) _ ek m _ _(orh)w
U(h) = 7 =~ % =" =
—ah
(@th)-eg —a
- h _ (mo—l-h) )

Obliczamy pochodng funkcji f(z) = % w punkcie z:

f,(a:O) — hm( (:1:0+h) :1:0> - ac(:;o - ;_0%
Przyktad 5

Wykazemy, ze pochodna funkcji okre$lonejwzorem f(z) = /z, w punkcie zg jest rowna

1
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Rozwigzanie:

Mamy f(z) = 4/z oraz dany punkt z.
Obliczamy wartosc¢ ilorazu réznicowego funkciji:

f(’£0+h) flzo) _ \/330+h Vo _ (\/m_\/x_o)(” w°+h+\/x_°) —
he (Vo +ht+/0)

U(h) =

zo+h—xzg h

o 1
h(Vaothty@)  h-(Vaorhivas)  Vaothtya,




Obliczamy pochodng funkcji f(x) = v/ w punkcie zy:

3 BT 1 . 1
f(@o) _%%(m h_+\/w_o) = e

Stownik
iloraz roznicowy funkcji

wielkos¢, ktora opisuje przyrost wartosci funkcji wzgledem przyrostu argumentow
funkcji w danym przedziale



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem dotyczacym obliczania pochodnej funkcji w punkcie

korzystajac z definicji, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DFCYsCdIl

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej pochodnej funkcii.

Polecenie 2

Oblicz, korzystajac z definicji, pochodna funkcji okreslonej wzorem f(x) = 2z — 1

w punkcie g = —1.


https://zpe.gov.pl/a/DFCYsCdI1

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz poprawng odpowiedz. Pochodna funkcji okreslonej wzorem f(z) = 523 — 5
w punkcie g = —1 jest rowna:

Cwiczenie 2
Dana jest funkcja okre$lona wzorem f(z) = 2+/z. Zaznacz zdania, ktére sa prawdziwe.

lloraz réznicowy funkcji f w punkcie zop = 1 o zadanym przyroscie h jest rowny

(] 2
Vith+1"

(] Pochodna funkgcji f w punkcie zg = 9 wynosi %

lloraz réznicowy funkcji f w punkcie £y = 2 o zadanym przyroscie h jest rowny

() 1
V2Fh+y2 '

(] Pochodna funkcji f w punkcie zp = 16 wynosi %.




Cwiczenie 3

Potacz w pary wzér funkcji z wartoscia pochodnej tej funkcji w punkcie z¢ = 4.

f(2) = —a¥ +1 HOES:
fla) =3 f(4) = —48
f(z) = 3z F4)=-1
flz) = 3z —4 Fa)=1
Cwiczenie 4

Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Jezeli f(z) = =1, to f(2) =

Jezeli f(z) = =25, to f(3) =

I BIIESED

Cwiczenie 5

Oblicz pochodna funkcji f okreslonej wzorem f(x) = % w punkcie zg = %
Cwiczenie 6
Oblicz pochodna funkcji f okreslonej wzorem f(x) = % w punkcie zg = 2.

Cwiczenie 7 @

Wykaz, ze pochodna funkcji f okreslonej wzorem f(z) = ax + b, gdzie a, b € R, w punkcie
o nie zalezy od wartosci tego punktu.



Cwiczenie 8

Wykaz, ze nie istnieje pochodna funkcji f okreslonej wzorem f(x) = |x + 3| w punkcie
Ty = —3.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak obliczy¢ pochodna funkcji w punkcie, korzystajac z definicji?

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

Xll. Optymalizacja i rachunek rézniczkowy.

Zakres rozszerzony 3) stosuje definicje pochodnej funkcji, podaje interpretacje geometryczna
i fizyczng pochodnej;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

o kompetencje cyfrowe;

« kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

« definiuje pojecie ilorazu roznicowego funkciji;

« oblicza iloraz roznicowy funkcji;

 okresla sposob na obliczenie pochodnej funkcii;

 oblicza pochodng funkciji, korzystajac z definicji;

» wykorzystuje zdobytg wiedze¢ do rozwigzywania problemow matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
o metoda krokodyla;
e burza mozgow;



 pracaz ekspertem;
o liga zadaniowa.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glo$nikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przyblizenie przez nauczyciela tematu: ,Jak obliczy¢ pochodng funkcji w punkcie,
korzystajac z definicji?” i celow lekcji. Okreslenie wigzacych dla uczniow kryteriow
sukcesu.

2. Uczniowie metoda burzy mozgow przypominaja poznane pojecia zwigzane z tematem
lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wérod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢
z materialem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuza pomocy, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,,Film samouczek”. Zapisuja
ewentualne pytania dotyczgce napotkanych trudnosci, po czym nastepuje dyskusja,
w trakcie ktorejnauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekciji ,Sprawdz sie”
Wryniki pracy omawiane s3 na forum i komentowane przez nauczyciela.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonujg w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja je na forum klasy.

5. Uczniowie wykonujg ¢wiczenia nr 6-8 z sekcji ,Sprawdz sie” metodg krokodyla.
Krokodylem jest nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki” i ,ozywia si¢”
tylko w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,,Sprawdz sie”



2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Jak obliczy¢ pochodna funkcji w punkcie, korzystajac
z definicji?”).

Materialy pomocnicze:
e Argumenty i wartosci funkciji.
Wskazowki metodyczne:

» Nauczyciel moze wykorzystac ,Film samouczek” do pracy przed lekcjg. Uczniowie
zapoznajg sie z jego trescig i przygotowujg do pracy na zajeciach tak, aby samodzielnie
rozwigza¢ zadania dotyczace obliczania pochodnejfunkcji w punkcie na podstawie
definiciji.


https://epodreczniki.pl/a/argumenty-i-wartosci-funkcji/DpDcgBpQt

