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Funkcje trygonometryczne stuzg do rozwigzywania wielu probleméw matematycznych.

Poprzez ich wykorzystanie mozemy wyznacza¢ wartosci wyrazen, ktore zawieraja funkcje
trygonometryczne dowolnych katow. W tym celu wykorzystamy znane juz nam tozsamosci
trygonometryczne, czyli takie rownosci, ktore 13cza ze sobg funkcje trygonometryczne.
Opierajac sie na wiedzy teoretycznej oraz omowionych przykladach, rozwigzemy
¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

UproScisz wyrazenia, w ktorych wystepuja funkcje trygonometryczne.
Wykorzystasz tozsamosci trygonometryczne do przeksztalcania wyrazen.
Obliczysz wartosci wyrazen, w ktorych wystepuja funkcje trygonometryczne
dowolnych katow.

Zastosujesz poznang wiedz¢ do rozwigzywania zadan.



Przeczytaj

Do obliczania wartoSci wyrazen, w ktorych wystepuja funkcje trygonometryczne roéznych
katow, zastosujemy:

« podstawowe tozsamosci trygonometryczne takie jak: sin® o 4 cos® a = 1 (jedynka
trygonometryczna), tg o = % (wzor na tangens dowolnego kata),

« wzory redukcyjne np. sin(90° — &) = cos

e wzory skroconego mnozenia,

 dziatania na wyrazeniach wymiernych: skracanie i rozszerzanie ulamkow,
sprowadzanie do wspolnego mianownika,

» wylaczanie wspolnego czynnika przed nawias.

Przyktad 1

: . c0s225° | sin225° . : : .
Przedstawimy wyrazenie w55 + o555~ W Najprostszej postaci, a nastepnie obliczymy

jego wartoSc.

Rozwigzanie:
cos 22,5° 4+ sin225° cos?22,5° 4+ sin? 22,5°
sin 22,5° c0s22,5° ~ sin22,5°-cos22,5° sin 22,5 -cos 22,5°
_ sin?22,5°4cos?22,5° 1
sin22,5°-cos22,5° T sin22,5°-cos22,5°

Jezeli zastosujemy wzor sin 2« = 2 sina - cos a, to

1 _ 2 _ 2 _ 2 _
sin22,5°-cos22,5° = 2sin22,5°-cos22,5° = sin45® V2 2\/5
2

Niektore wyrazenia po przedstawieniu w najprostszej postaci maja statg wartosc¢, ktora nie
zalezy od wartosci funkcji trygonometrycznych kata a.

Przyktad 2

Wykazemy, ze wartos¢ wyrazenia (2sin o — 2cosa)® + (2sina + 2 cosa)? jest stata i nie
zalezy od wartosci funkcji trygonometrycznych kata a.

Rozwigzanie:
Uzyjemy wzorow skroconego mnozenia na kwadrat roznicy i sumy dwoch wyrazen.
Zatem

(2sina — 2cos )’ + (2sina + 2cosa)® =
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—4sin’a — 8sinacosa + 4cos? o + 4sin® a + 8sinacosa + 4cos? a =
— 8sina + 8cos’a = 8 - (sin2a+cos2a) =8-1=28.

Zauwazmy, ze do uproszczenia wyrazenia wykorzystaliSmy wzor na jedynke
trygonometrycznag.

Warto$¢ wyrazenia jest stala i nie zalezy od wartosci funkcji trygonometrycznych kata a.

Przyktad 3

. . . 1 1 .9 . . . .
Przedstawimy wyrazenie (sin2a + cosza) - sin” a w najprostszej postaci oraz obliczymy

. iy _ 1
jego wartosc¢, gdy cosa = 3.
Rozwiazanie:

Po sprowadzeniu utamkow do wspolnego mianownika otrzymujemy:

1 1 22 cos® a sin® o 22
- S1n = - S1n =
( sin® o + cos? o ) o ( sin® a-cos? a + sin® a-cos? a ) o

2 _ 1
a-cos? a SI & = ooy

S0 L sinfa = —5
Q-COs” sin

_ sin?a+cos’a
sin®

Zauwazmy, ze po sprowadzeniu utamkow do wspolnego mianownika, w liczniku
otrzymaliSmy wzor na jedynke trygonometryczng.

s s . . 1 ..
Wartos¢ wyrazenia dla cos @ = 5 wynosi:

—1_—o

(3)

Przyktad 4

. . . Cosa Cosa . . . . .
Przedstawimy wyrazenie 1252~ + %%~ w najprostszej postaci, a nastepnie obliczymy

jego warto$¢ dlaa = 30°.
Rozwigzanie:

Po sprowadzeniu utamkoéw do wspolnego mianownika otrzymujemy, ze:

cosa_ 4 _cosa_ _ cos a-(1+sin @) 4 cosa-(l-sina)
1-sina l+sinae —  (1-sina)-(1+sina) (I1-sina)-(1+sin )
__ cosa+cosa-sinatcosa—cosassina  2cosa 2
o 1—sin® & — cos?a ~ cosa’

Zatem dla o = 30" warto$¢ wyrazenia wynosi

2 __ 2
cos30° — v3 = 3
)



Przyktad 5

3 . 2
. . . sin” a+sin a-cos” « : . : . .
Przedstaw1my Wyt dazenie Sin? 0-Cos 0LCos® @ w I’Iaij'OStSZCJ posta(:1, a naste;pme obllczymy

jego wartos¢, gdy tga = 3.
Rozwigzanie:

Po wylaczeniu wspolnego czynnika przed nawias, w liczniku i mianowniku utamka
otrzymujemy, ze

sin® a+sin a-cos?

— 3
sin” a-cos a+cos? cos a-(sm a+cos? a)

. 2 2
o s1na-(sm a+-cos a) _ sina-l

= = =tga.

cosa-l

Zatem warto$¢ wyrazenia wynosi 3.

Przyktad 6

2
1
a + . . . . . .
Przedstawimy wyrazenie @ w najprostszej postaci, a nastepnie obliczymy jego

tgZ a+1
, . . 2 .
wartos¢, gdy sin @ = 5 oraz « jest katem ostrym.
Rozwigzanie:
2 2 2
1 1 1 tg? a 1+tg” a
(tga) +1 — tg2a+1 — tg2a+tg2a — tga —
tg2 a+1 tg2 a+1 tg? a+1 tg2 a+1
_ I4tg’a 1 1

tg? a tg?a+l  tgla

Jezelisina = %, to korzystajgc ze wzoru na jedynke trygonometryczna mamy:

(2)2 +cosla=1

3
3 +cosla=1
cos? o = %,wi(;c cosa = % lub cosa = —%.
. o RV
Poniewaz « jest katem ostrym, to cosa = -5-.
3 2
= 3 = 2
Zatemtga = = = 7
3
’ s . . ]_ . 1 . 1 - 5
Wartosc wyrazenia 2o Vynosi =T =7
2 5
(+)

Stownik

funkcje trygonometryczne



funkcje matematyczne wyrazajace stosunek miedzy dtugosciami bokow trojkata
prostokatnego wzgledem miar jego katow wewnetrznych

tozsamosci trygonometryczne

podstawowa zalezno$¢ pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi



Test samosprawdzajacy

Polecenie 1

Rozwigz test samosprawdzajacy, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Test

Wartosci wyrazen
zawierajacych
funkcje
trygonometryczne
dowolnych katéw

Sprawdzisz:

« swoje wiadomosci i umiejetnosci w zakresie
przedstawiania wyrazen zawierajacych funkcje
trygonometryczne w najprostszej postaci;

« swojg wiedze w zakresie obliczania wartosci
wyrazen zawierajgcych funkcje
trygonometryczne dowolnych katéw.

Liczba pytan: Limit czasu: Twoj ostatni

8 8 min "™

‘ Uruchom




Polecenie 2

Uzasadnij, ze warto$¢ wyrazenia 2 sin® a + 2sin® a - 2 cos® a + 2 cos? a wynosi 2.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Wyrazenie 1 + tg2 o mozna zapisa¢ w postaci:

1
O sin? a

1
O tgZa

1
O cos? o

Cwiczenie 2 ®
Potacz w pary wyrazenie z odpowiadajacg mu wartoscig dla o = 30°:

1—sin® o 2V3
cos? a 3
sina - —— 1
tga
tga V3
sin a 9
. . 3
(1 —sina)-(1+sina) <

Cwiczenie 3
1

Snacsa — tga.Zaznacz zdania,

Dane jest wyrazenie zawierajace funkcje trygonometryczne
ktore sg prawdziwe.

() Warto$¢ wyrazenia dla a = 60° wynosi v/3.

. . .. , 1
(] WoyrazZenie po uproszczeniu jest réwne oo

(] Woyrazenie po uproszczeniu jest rowne ===

[ ] Warto$¢ wyrazenia dla a = 45° wynosi (—1).




Cwiczenie 4
Pogrupuj elementy, zgodnie z podanym opisem.

Warto$¢ wyrazenia wynosi 1 dlaa = 60°:

_\/§2+1 (tga—l)’

3 1 1
16 (sinza + Cos2a) |

Warto$¢ wyrazenia wynosi (—1) dlaa = 60°: —9.cosa ’ ‘ 2.¢ina - t;
go
1
Ll
sin o«
Cwiczenie 5

Cwiczenie 6
Uporzadkuj wyrazenia tak, aby po podstawieniu o« = 60° ich wartosci byty utozone rosnaco:

sin a—sin a-cos o

a
l—cosa v
—(cosa — sina) - (cos a + sin a) $
() +1 :
Cwiczenie 7 @
Przedstaw wyrazenie Siia —cosa - tg% W najprostszej postaci, a nastepnie oblicz jego
wartos¢ dlaa = 60°.
Cwiczenie 8 @

2

Upro$¢ wyrazenie cos® o + cos a - sin? o, a nastepnie oblicz jego warto$¢ dla o = 45°.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: WartoSci wyrazen zawierajacych funkcje trygonometryczne dowolnych katow
Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Trygonometria

Zakres podstawowy. Uczen:

2) znajduje przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych, korzystajgc z tablic lub
kalkulatora;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e upraszcza wyrazenia, w ktorych wystepuja funkcje trygonometryczne;

» korzysta z tozsamosci trygonometrycznych;

 oblicza wartosci wyrazen, w ktorych wystepuja funkcje trygonometryczne;
 stosuje poznang wiedze¢ do rozwigzywania zadan.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e odwroécona klasa;



e rozmowa nauczajaca w oparciu o tresci zawarte w sekcji ,Test samosprawdzajacy”
i ¢wiczenia interaktywne;
» dyskusja.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel wprowadza uczniow szczegotowo w temat lekciji: ,Wartosci wyrazen
zawierajacych funkcje trygonometryczne dowolnych katow” i jej cele. Moze postuzy¢
sie wySwietlong na tablicy zawartoScig sekcji ,Wprowadzenie”.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wérod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢
z materialem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuzg pomocy, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

2. Uczniowie w parach rozwiazuja polecenia w sekcji , Test samosprawdzajgcy”, w razie
watpliwosci zadajg pytania nauczycielowi na forum klasy.

3. Uczniowie wykonujg wspolnie na forum klasy ¢wiczenia nr 1-2 w sekcji ,,Sprawdz sie”

4. Uczniowie w 4-osobowych grupach rozwiazujg zadania 3-5 na czas (od zadania
latwiejszego do trudniejszych). Grupa, ktora poprawnie rozwigze zadania jako
pierwsza, wygrywa, a nauczyciel moze nagrodzi¢ uczniéw ocenami za aktywnosc.
Rozwigzania s3 prezentowane na forum klasy i omawiane krok po kroku.

5. Uczniowie indywidualnie wykonuja ¢wiczenia nr 6-8. Nastepnie konsultujg swoje
rozwigzania z innym uczniem i ustalaja jedna wersje odpowiedzi.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,,Sprawdz sie”



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajac im tym samym informacji zwrotne;j.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekc;ji (,Warto$ci wyrazen zawierajacych funkcje
trygonometryczne dowolnych katow”).

Materialy pomocnicze:
» Tozsamosci trygonometryczne.
Wskazowki metodyczne:

o Materiat w sekcji ,Test samosprawdzajacy” mozna wykorzystac¢ jako zadanie domowe
dotyczace analizy problemu upraszczania i obliczania warto$ci wyrazen zawierajgcych
funkcje trygonometryczne dowolnych katow.
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