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(( Zycie to rownanie z nieskonczong iloscig niewiadomych.

Kazimierz Matan

Rownanie, w ktorym wystepujg dwie lub trzy niewiadome, nazywamy roéwnaniem z dwiema
lub trzema niewiadomymi. ROwnanie takie posiada nieskonczenie wiele rozwigzan.

Mozemy oczywiScie odgadngc¢ niektore liczby, ktore tworza pary lub trojki liczb
spetniajgcych rozpatrywane réwnanie. Mozemy tez wyznaczyc je przeksztalcajac rownanie.

W tym materiale dowiesz si¢, jak wykorzystujac znane Ci metody algebraicznie wyznaczy¢
przykladowe rozwigzania rbwnania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Twoje cele

» Przeksztalcisz rownania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

» Wyznaczysz jedng z niewiadomych w rownaniu pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi.

e Znajdziesz algebraicznie przykladowe rozwigzania rownania pierwszego stopnia
z dwiema niewiadomymi.




e Znajdziesz metody rozwigzania problemoéw prowadzgcych do poszukiwania
rozwigzania rOwnania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.



Przeczytaj

PRZYPOMNL SOBIE

Definicja: Rdwnanie pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

Rownanie, w ktorym wystepuja dwie niewiadome i obie wystepuja w pierwszej potedze,
nazywamy rownaniem pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Rownanie takie przyjmuje postac:
ax +by+c=0,

gdzie:
a, b, c€ Ria*+b* #0.

Definicja: Para liczb (x, y) spetniajaca réwnanie ax + by +c¢ =0

Paraliczb (z, y) spelnia rownanie ax + by + ¢ = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy po
podstawieniu tych liczb w miejsca niewiadomych, otrzymamy zdanie prawdziwe.

Definicja: Rozwigzanie réwnania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

Kazdg pare liczb, ktora spetnia rownanie ax + by + ¢ = 0 nazywamy rozwigzaniem
rownania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

Rownanie pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi ma nieskonczenie wiele rozwigzan.
Przyktad 1

Znajdziemy trzy pary liczb spetniajgcych rownanie 3z 4+ y = 5.

Fatwo jest odgadna¢, ze jedna z takich par, jest para (1, 2).

Zeby wyznaczy¢ inne pary, mozemy przeksztalci¢ réwnanie, tak aby wyznaczy¢ z niego
niewiadomg y.

y=-3z+5

Wtedy przyjmujac za x dowolna liczbe rzeczywista, podstawiamy ja do wyznaczonego
wzoru i obliczamy y.
Dowolnie Para liczb spelniajaca rownanie

=—3z+5
wybrany x g v 3r+y=>5

z=—3 y=-3-(-3)+5=9+5=14 (z, y) = (-3, 14)



javascript:void(0);
javascript:void(0);

Dowolnie _ 3245 Para liczb spelniajaca rownanie
wybrany J= 3z+y=>5

r =3 y=-3-3+5= =-9+5=—-4  (z,y) = (3, —4)

Przyktad 2

Znajdziemy cztery pary liczb, ktore sg rozwigzaniem réwnania
5-(x+y) =4++3z+2y

Przeksztalcamy rownanie, tak aby wyznaczy¢ z rownania y.
5-(x+y)=4+V3z+2y

5z 4+ by = 4+ v/3z + 2y

5y—2y:4—|—\/§m—5x

3y=4—|—(\/§—5>x

4+(\/§—5>w
y=—=3—
~ Para liczb (z,
ap € R Y= 4+<\/§_5>$ rowr
5-(z+y) ="
r=—2 _ 4+(‘/§_5)'(_2) _ 4-2V3+410 _ 14-2V3 (z, y) = (_2,
C 3 = 3 = 73
_ 4+(v/3-5)-1 3 _ A
z=1/3 y = H(VB5)V3 a5 1503 (z, y) = (\/5,
- 3 - 3 E
r=2+3v3 y = 4+(‘/§_52 (2+3‘/§) _ 4+2\/§+9;10f15\/§ _ 3f133\/§ (z, y) = (2 +
Przyktad 3

Tomek ma w portfelu 37 zt drobnych w monetach 2 zti 5 z. Ille ma monet kazdego
rodzaju?

Istnieje oczywiscie kilka rozwigzan tego zadania. Jest ich jednak skonczona liczba,
poniewaz uwzgledniajac warunki zadania,  oraz y musza by¢ liczbami naturalnymi
roznymi od zera.

Zapiszemy rownanie, ktore przedstawia problem zapisany w zadaniu.


javascript:void(0);

2z + by =37

gdzie:
x - oznacza liczbe monet dwuztotowych,
y - liczbe monet piecioztotowych.

Wyznaczamy z rownania jedng z niewiadomych, np. z.
20 =37 —5y|: 2
z=18,5— 2,5y

Widzimy, ze aby zmienna x byta liczba naturalng, zmienna y musi by¢ liczba nieparzysta
(dlaczego?).

Wybieramy wiec nieparzyste liczby y i obliczamy zmienng x spetniajgca zapisany
warunek.

Liczba monet dwuzlotowych - z

Liczba monet pieciozlotowych - y Rozwigzanie
x=18,5— 2,5y

r =16
y=1 z—18,5—25—16 {y:1
— 11
y=3 z—185-25-3=11 {5_
y=5 z—185-25.5—=6 {w:
y:
y="1 z—185—-25.7T=1 {zf

A zatem istnieja cztery mozliwe rozwigzania problemu przedstawionego w zadaniu.
Tomasz moze miec:

e 16 monet dwuztotowych i 1 monete pigcioziotowa
lub

e 11 monet dwuztotowych i 3 monety piecioztotowe
lub

» 6 monet dwuztotowych i 5 monet piecioziotowych

lub

1 monete dwuztotowg i 7 monet pi¢cioztotowych.

Przyktad 4



Wyznaczmy regutle, ktora okresla wszystkie rozwigzania rownania
2-(r+2y)+1=4x -5

Wyznaczamy z rOwnania zmienng y.
2 +4y+1=4x -5

4y =2z —6|: 4

y=3z— 5 ()

Zmienna x moze by¢ dowolng liczbg rzeczywistg, zmienna y - liczba rzeczywistg
spetniajaca warunek ( ).

A zatem rozwigzaniami rOwnania

2-(r+2y)+1=4x -5

sa pary liczb postaci (z, 3z — <), gdzie z € R.

Stownik

réwnanie pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

rownanie, w ktorym wystepuja dwie niewiadome i obie wystepuja w pierwszej potedze
para liczb spetniajgca réGwnanie pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

para liczb, po podstawieniu ktorej do rownania w miejsce niewiadomych, otrzymamy
rownos¢ prawdziwg

rozwiazanie réwnania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

kazda paraliczb (x, y), spelniajgca to rownanie



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja i przeanalizuj przedstawiong w niej metode rozwigzywania rownan

liniowych z dwiema niewiadomymi. Nastepnie, za jej pomocg, wykonaj polecenie 2.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DibRwOFHO

Film nawigzujacy do tresSci materialu dotyczgcej algebraicznych sposobow znajdowania
rozwigzan.

Polecenie 2

Kajak kosztuje 2000 zt, a rower wodny 3000 zt. lle takiego sprzetu moga kupic¢ wtasciciele
wypozyczalni, jesli na ten cel przeznaczyli 38000 z1? Podaj wszystkie mozliwosci, korzystajac

z podanej w animacji metody.


https://zpe.gov.pl/a/DibRw0FH0

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

5z +3y=5+2-(z—1).

() z=y—1

(] z=1-y

(] y=1—-=z

[J y=z-1

Cwiczenie 2

4-(y—1)+3-(z+2)=5

Cwiczenie 3

Potacz w pary rownania réwnowazne.

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi. Wskaz prawidtowo wyznaczong zmienng, jesli

y=>5x—9
y=—qz+ g
:1:=—§’y—|—6

O



Cwiczenie 4

Do kazdego réwnania przyciggnij odpowiedni opis.

2-(z+y)+3-(z—y)=23-(z+y —(z—y)=2z,z+y=3-(x—y)

Réwnanie Opis

2-(z+y)+3-(xz—y) =2

3-(z+y)—(z—y) =2z

z+y=3-(z—y)

Cwiczenie 5

todka ptynac z pradem rzeki pokonata trase 15 km w czasie jednej godziny. Wskaz rownanie

opisujace te sytuacje, wiedzac, ze predkos$¢ wtasna tédki oznaczono przez v, [kTm} ,

a predkos$¢ pradu vy [kTm] Zaznacz poprawng odpowiedz.

vo —v1 = 15

v1 +v2 =15
v1 = 1509
v = 1511

o o O O O

v1 — v = 15



Cwiczenie 6

Wyznacz x oraz y zréwnania 4 - (x — 2y) = 3x — Ty + 5, a nastepnie uzupetnij brakujace
miejsca w tabeli.

Przeciagnij poprawng wartosc.

‘y:m—5Hx:—y—5Hx:y—|—5Hy:$—|—5Hy:—x—|—5Hw:y—5

‘x:—y+5Hy:—x—5’

Uzupetnij tabele. Wpisz poprawne liczby.

z y
7 |
| | 112
1005 |
| | 3
Cwiczenie 7 @

Potacz w pary réwnania i pary liczb, opisujace jego rozwigzania.

x;y—2-(:1:—y):2,2 (z, —x—l—%)

sty | oty _g (2, o +1)

3-(z+y)+ 5L =5 (z, — =+ 15)



Cwiczenie 8 O

Wyznacz wszystkie pary liczb (z, y) spetniajace réwnanie %a: +y = 5, takie, ze x € Ni
ye N



Dla nauczyciela

Autor: Beata Wojciechowska
Przedmiot: Matematyka

Temat: Algebraiczne sposoby znajdowania przykladowych rozwigzan réwnania
pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

Grupa docelowa:

IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) przeksztalca rownania i nieréwnosci w sposob rownowazny.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie

Cele operacyjne:
Uczen:

o przeksztalca roOwnania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

» wyznacza jedng z niewiadomych w réwnaniu pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi

 znajduje przykladowe rozwigzania rOwnania pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi

» znajduje metody rozwigzania problemow prowadzacych do poszukiwania rozwigzania
rownania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi

Strategie nauczania:

o konstruktywizm



Metody i techniki nauczania:

e odwrocona lekcja
o dyskusja
o konkurs zadaniowy

Formy pracy:

e pracaw grupach
» praca catego zespotu klasowego
o pracaindywidualna

Srodki dydaktyczne:

o komputery z gtoSnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie beda pracowac¢ metodg odwroconejklasy. W domu zapoznajg sie
z materiatem zawartym w sekcji ,Przeczytaj” oraz z animacja.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
3. Uczniowie w grupach ustalonych przez nauczyciela omawiajg przygotowane w domu
informacje, dyskutujg nad problemami, ktore si¢ pojawiaty, np.: czy mozemy wypisac

wszystkie rozwigzania rownania liniowego.

Faza realizacyjna:

1. Przedstawiciele grup omawiaja poszczeg6lne problemy na forum klasy. Uczniowie
wspolnie wyjasniajg watpliwosci, konsultujac je w razie potrzeby z nauczycielem.

2. Uczniowie pracuja indywidualnie metodg konkursu zadaniowego. Rozwiazujg
¢wiczenia interaktywne. Rozwigzania zadan uczniowie zapisujg w zeszycie,
sprawdzajac w materiale ich poprawnos¢. Osoby, ktore rozwigza zadania bezbtednie,
otrzymujg oceny z aktywnosci.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen krétko podsumowuje najwazniejsze informacje
z lekcii.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
udzielajgc im tym samym informacji zwrotne;.

Praca domowa:



Uczniowie wykonujg ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaly omowione na lekcji.
Materialy pomocnicze:

» Uklad rownan z dwiema niewiadomymi - opisywanie zwigzkow miedzy wielkoSciami
za pomocg rownan
» Definicja funkcji liniowej

Wskazowki metodyczne:

Animacja moze zosta¢ wykorzystana przez uczniow do utrwalenia wiadomosci z lekcji.


https://epodreczniki.pl/a/uklad-rownan-z-dwiema-niewiadomymi---opisywanie-zwiazkow-miedzy-wielkosciami-za-pomoca-rownan/Dq2fsnXhM
https://epodreczniki.pl/a/definicja-funkcji-liniowej/Da5cnrfSV

