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Réwnania zwigzane z proporcjonalnoscig odwrotna

Zrédto: Austris Augusts, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/, domena publiczna.

»Dajcie mi punkt podparcia, a porusze Ziemig”. Czy wiesz kto i kiedy wypowiedziat te
stowa? To grecki filozof, matematyk i wynalazca - Archimedes. Urodzit sie¢, zyt i zginat

w Syrakuzach na Sycylii. Wyksztatcenie zdobyt w Aleksandrii. Ten stynny cytat dotyczy
odkrycia Archimedesa w zakresie wykorzystania tzw. dzwigni dwuramiennej. Uczonego
Greka fascynowaly proporcje - nie tylko w geometrii, ale rowniez w praktyce. Zauwazyt
mianowicie, ze sita przytozona do dzwigni jest odwrotnie proporcjonalna do dtugosci jej
ramienia, tzn. im dluzsze ramie, tym mniejszg sile mozemy zastosowac, aby unies¢ ciezar
znajdujacy sie¢ na drugim ramieniu dzwigni. Dzwignie sg powszechnie stosowane jako
elementy bardziej skomplikowanych mechanizméw lub jako samodzielne urzadzenia.
Jednym z najprostszych przykladow jest tom. Czesto urzadzenia wykorzystujace zasade
dZzwigni nazywane s3 potocznie lewarkiem od angielskiego terminu lever oznaczajacego
dZzwignie wilasnie.

W sztukach walki znany jest chwyt o nazwie dzwignia wykorzystujacy te samg zasade.

Archimedes pragnat uzy¢ dzwigni, na ktorej jednym koncu umiescitby naszg planete, zas na
drugim, odpowiednio dtugim ramieniu, moglby przylozy¢ niewielkg site. Pomijajac fakt, ze
dzwignia taka musiataby by¢ niezwykle dtuga (okoto biliarda lat Swietlnych!), to brakowato
mu wiasnie punktu podparcia.



Sam Archimedes uwazat podobno za najwazniejsze swoje odkrycie dowod, ze stosunek
objetosci kuli do objetosci opisanego na niejwalca wyraza si¢ stosunkiem liczb 2 : 3. Blisko
sto lat po Smierci Archimedesa w 212 r. p.n.e. zadanej przez rzymskiego zotnierza, Cyceron
odnalaz! jego grob, ktory poznat po wyrytej na nagrobku kuli z opisanym na niej walcem.

Twoje cele

e Rozwiazesz rownania wymierne.
» Zastosujesz wlasnosci wielkosci odwrotnie proporcjonalnych w zadaniach
z kontekstem realistycznym.
o Wykorzystasz wykres proporcjonalnosci odwrotnej do rozwigzywania zadan.
» Dobierzesz i zaplanujesz strategi¢ rozwiazania zadania.




Przeczytaj

Proporcjonalno$cia odwrotng nazywamy zalezno$¢ miedzy wielko$ciami « i y postaci
Y=+

gdzie:
x # 0ia # 0. Liczbe a nazywamy wspotczynnikiem proporcjonalnosci odwrotne;j.

Wykresem proporcjonalnosci odwrotnejjest krzywa zwana hiperbola. Potozenie hiperboli
w uktadzie wspoirzednych uzaleznione jest od znaku wspoétczynnika proporcjonalnosci a:
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Jak pokazujg wykresy, proporcjonalno$¢ odwrotna jest funkcja, ktora nie posiada miejsc
zerowych; jej dziedzing, a takze zbiorem wartosci, jest zbior R \ {0}.

Dla a > 0 proporcjonalno$¢ odwrotna jest funkcjg malejaca, natomiast dla a < 0 funkcjg
rosnacy.

Jezeli hiperbole przesuniemy wzdluz osi X o p jednostek (p > 0 w prawo, p < 0 w lewo),
otrzymamy funkcje o wzorze:

Jezeli hiperbole przesuniemy wzdluz osi Y o g jednostek (¢ > 0 w gore, ¢ < 0 w dob),
otrzymamy funkcje o wzorze:

flz) =5 +q



Po przesunigciu wykresu funkcji y = - wzdtuz osi X lub/i Y otrzymamy funkcje
homograficzng, ktorej posta¢ kanoniczna wyraza si¢ wzorem:

fle) =35 +4a

Proste o rownaniach z = p oraz y = q s3 wowczas asymptotami wykresu funkcji
homograficzne;j.

Inng postacig funkcji homograficznejjest:
b
flz) = gﬁd
Przyktad 1

6

Rozwigzemy algebraicznie rownanie: - — 1 = % oraz przedstawimy jego ilustracje

graficzna.

Rozwigzanie:

6 1 _2
T 1_1}71

Okreélimy dziedzine réownania: D = R\ {0, 1}.

Pomnozymy obustronnie dane réwnanie przez iloczyn x(x — 1).
Otrzymamy wowczas rownanie rownowazne: 6(x — 1) — z(z — 1) = 2z
6x —6— 2+ — 22 =0

—2® +5z—6=0

A=25-4-6=25-24=1

—5-1

T = —5 = 3orazxy = =1l _ 9

-2

Sprawdzamy, czy uzyskane rozwigzania nalezg do dziedziny rownania, tj. do zbioru

R\ {0, 1}.
OdpowiedZ:
Rownanie ma dwa rozwigzania: 1 = 3 oraz ¢o = 2.

Ilustracja graficzna rownania sprowadza si¢ do pokazania punktow wspolnych wykresow

2
r—1"

funkcji, znajdujacych sie po obu stronach réwnania, tj. f(z) = £ — 1 oraz g(z) =

Sporzadzimy zatem wykresy tych funkciji.



javascript:void(0);

Wykresy funkcji majg dwa punkty wspolne: odciete tych punktow to rozwigzania
rownania, a rzedne sg rowne warto$ciom obu funkcji dlax = 2 oraz x = 3:

f(2) =9(2) =2,

f(3)=49(3) =1.

Zatem wykresy przecinajg sie w punktach o wspotrzednych (2, 2) oraz (3, 1).
Wazne!

Zwrd¢ uwage na to, ze ilustracja graficzna nie zawsze jest czytelna i nie powinna stuzy¢
jako jedyne rozwiazanie zadania, a tylko jako sprawdzenie poprawnosci obliczen.

Przyktad 2

Wyznaczymy wspotrzedne punktéw A i B przeciecia wykresow funkeji f(x) = ﬁ?, oraz

g(z) = z*
wraz z punktami A i B tworzy trojkat rownoramienny o podstawie AB.

, anastepnie wyznaczymy taki punkt C' nalezacy do wykresu funkcii f, ktory

Rozwigzanie:

o . .4 9 .
Rozwigzemy rownanie: ——= = z°, gdzie ¢ # —3.

Po wykonaniu przeksztalcen rownowaznych otrzymujemy rownanie wielomianowe
stopnia trzeciego:

4=z%*z+3)

x3+322—-4=0.
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Aby rozwigzac¢ to rOwnanie, postuzymy sie¢ twierdzeniem o pierwiastkach wymiernych
wielomianu o wspotczynnikach catkowitych. Nietrudno zauwazyc¢, ze jednym

z rozwigzan rownania jest * = 1. Mozemy zatem podzieli¢ wielomian (:1:3 + 3% — 4)
przez dwumian (z — 1) w celu zapisania go w postaci iloczynowej:

(22 +322—4): (z—1) =2 +4z +4
2 +322 —4= (2 +4z +4)(z — 1)

Zauwazmy takze, ze trOjmian w pierwszym nawiasie jest rozwini¢ciem kwadratu sumy,
wiec otrzymujemy nastepujacg postac iloczynowg rownania:

(z+2)%(z—1)=0.

Rozwigzaniami rOwnania sg zatem liczby: z; = —2 oraz z9 = 1.

Sa to jednoczesnie odciete punktow przeciecia wykresow funkciji f oraz g.
Ustalimy teraz rzedne tych punktéw: f(—2) = g(—2) = 4 oraz f(1) = g(1) = 1.

Szukane punkty maja wspotrzedne: A = (—2, 4) oraz B = (1, 1).

Rozwigzemy graficznie rbwnanie %H — 22, celem ustalenia potozenia punktow A i B.

Wykresem funkcji f(x) = %H jest hiperbola, ktorej asymptota pionowa jest prosta

x = —3 i ktora powstaje przez przesuni¢cie wykresu proporcjonalnosci odwrotne;j

Y= % 0 3 jednostki w lewo. Wykresem za$ funkcji g(z) = z? jest parabola o wierzchotku
w poczatku uktadu wspotrzednych i ramionach skierowanych ku gorze. Obie krzywe
przechodzg przez punkty A i B.
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Poszukamy punktu C potozonego na wykresie funkcji f takiego, ze |AC| = | BC|.

Punkt C' ma wspotrzedne (:c, :ci—i-?) ) Wyznaczymy dtugosci odcinkéow AC oraz BC,

korzystajgc ze wzoru na dlugo$¢ odcinka:

A=(-2,4),B=(1,1),C = (z, =%

) x+3

AC = /(@ + 27 + (55 —9)°

BC| = /(@ —1)° + (55 1)’

Ac| = |BC|

Stqd\/as+2) + (545 —-4)° \/(:1:—1 (45 —1)°

oraz (z +2)* + (525 —4)° = (z — 1)* + (545 - 1)°.

Po zastosowaniu wzorow skroconego mnozenia, redukciji i uporzagdkowaniu wyrazow,
otrzymujemy:

Nastepnie po pomnozeniu obu stron réwnania przez (z + 3) i ponownym
uporzadkowaniu dostajemy:

2’ + 6z + 5= 0.
Rownanie to ma dwa rozwigzania: 1y = —5 oraz o = —1.

Zatem istniejg dwa takie punkty C; = (—5, — 2)oraz Cy = (—1, 2), bedace wraz
z punktami A i B wierzchotkami trojkata rownoramiennego, co ilustruje ponizsza
grafika.



Cq

Przyktad 3

Uczniowie klasy III a wynajeli autokar wycieczkowy, ptacac kwote 3600 zt. Tuz przed
wycieczka az szeScioro uczniow tej klasy musiato pozosta¢ w kwarantannie domowej, co
podwyzszyto koszt wynajecia autokaru o 20 zt dla kazdego uczestnika. Obliczymy, ilu
uczniow mialo pierwotnie uczestniczy¢ w wycieczce.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez z liczbe uczniow, ktorzy mieli uczestniczy¢ w wycieczce, a przez y
koszt wynajecia autokaru przypadajacy na jednego uczestnika. Zatem z - y = 3600
ztotych.

Poniewaz jednak ostatecznie w wycieczce uczestniczyto (z — 6) ucznidw, a koszt
jednostkowy wzrost do kwoty (y + 20) zt, wiec (z — 6)(y + 20) = 3600.

Rozwigzemy zatem uktad dwoch rownan z dwiema niewiadomymi, przyjmujac zatozenia,
zex > 6orazy > 0.

x -y = 3600
(z — 6)(y + 20) = 3600

z -y = 3600
xy + 20x — 6y — 120 = 3600

3600 + 20z — 6y — 120 = 3600

z -y = 3600
20z — 6y —120=0

{
{



{x y = 3600

20x — 120 =6y | : 6
z -y = 3600
y:%x—ZO

2 — 6z — 1080 = 0
y:%x—ZO

A =36+4-1080 = 4356

z1 = —30,zy = 36

Pierwsze z rozwigzan nie odpowiada warunkom zadania (z > 6), zatem rozwigzaniem
jestz = 36.

Warto sprawdzi¢ otrzymany rezultat, tzn. ustali¢, ze wobec uczestnictwa w wycieczce 36
0s0b, kazdy zaptacitby za wynajem autokaru 3600 : 36 = 100 ztotych.

W sytuacji rezygnacji 6 uczestnikow kwota wynajmu musiataby obcigzy¢ 30 osob, ktore
zaptacilyby po 3600 : 30 = 120 ztotych, a wigc koszt jednostkowy wzrostby o 20 zi, co jest
zgodne z treScig zadania.

Odpowiedz:
Pierwotnie w wycieczce miato uczestniczy¢ 36 uczniow.
Przyktad 4

Tata Anki kupuje paliwo zawsze za t¢ samg kwote pieniedzy. W lutym cena paliwa
wynosita 4 zt za litr i tata Anki zatankowat 45 litréw paliwa, jednak miesiac pozniej(w



marcu) cena wzrosta o0 12, 5%, a w kolejnym miesigcu (kwietniu) tata Anki kupit 0 2,5
litra paliwa mniej niz w marcu. W maju natomiast, po kolejnych podwyzkach cen paliw,
zatankowat o 1, 5 litra paliwa mniejniz w poprzednim miesigcu.

a) Zapiszemy wzor funkcji wyrazajacej zaleznos¢ miedzy ceng jednego litra paliwa
a iloscig zatankowanych litrow, przy statej kwocie przeznaczonejna ten zakup.

b) Obliczymy cene paliwa w marcu, kwietniu i maju oraz liczbe litrow paliwa, ktore
zatankowat tata Anki w tych miesigcach.

c¢) Sporzadzimy wykres tej zaleznoSci.
Rozwigzanie:

a) Oznaczmy przez x cen¢ 1 litra paliwa, a przez y liczbe litréw, ktéora mozna kupic¢ za
ustalong kwote pieniedzy.

Obliczymy teraz, jakg kwote pieniedzy przeznacza kazdorazowo tata Anki na zakup
paliwa:

4 - 45 = 180.

Zatem wzor szukanej zaleznosci to

y =18 gdzie z > 0.

b) Obliczymy cene paliwa w marcu:

47+-1,125 = 4,50 zt

oraz liczbe litrow paliwa, ktore zakupit tata Anki za stalg kwote 180 zk:
180 : 4,50 = 40.

Dalsze obliczenia przedstawimy w tabeli:

luty marzec kwiecien maj
Cena paliwa [z}] 4 4,50 180 : 37,5 = 4,80 180:36 =5
llos¢ [1] 45 40 37,5 36

c)
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Stownik
hiperbola

krzywa bedaca zbiorem takich punktow, dla ktorych wartos¢ bezwzgledna roznicy
odlegtosci tych punktow od dwoch ustalonych punktow, nazywanych ogniskami
hiperboli, jest stata

asymptota krzywej

prosta jest asymptotg danej krzywej, jesli dla punktu oddalajgcego si¢ nieograniczenie
wzdhuz krzywej, odlegltos¢ tego punktu od prostej dazy do zera; asymptota funkcji to
asymptota krzywej stanowigcej wykres funkcji

odcieta

pierwsza wspotrzedna punktu w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (zwanym tez
prostokatnym uktadem wspotrzednych), rowniez inna nazwa osi X

rzedna

druga wspolrzedna punktu w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych (zwanym tez
prostokatnym uktadem wspotrzednych), oznaczana jest przewaznie symbolem y, rowniez
innanazwaosi Y




Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie ponizsza prezentacjg multimedialng, a nastepnie wykonaj polecenie 2.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DolmTnEDD

Polecenie 2

Wykaz na podstawie definicji, ze funkcja homograficzna f(z) = i_;’ jest rosnaca

x

w przedziale (—2, 00).


https://zpe.gov.pl/a/Do1mTnEDD

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Hiperbola f(z) = % ma z prosta y = 2z + a? punkt wspdélny
o odcietej % dla:

o O O
[
|

() a=9

Cwiczenie 2 ®

Przeciagnij poprawng odpowiedz.

Miejscem zerowym funkcji f(z) = T25 — 6 jest Iiczbai
—6)[-5][4% || -5% |
Cwiczenie 3 @

Punkt A = (p, q) nalezy do wykresu funkcji f(z) = %, gdzie x # 3 oraz do prostej
o réownaniu y = x — 4. Wyznacz wspédtrzedne punktu A. Sporzadz interpretacje graficzng

zadania.

Cwiczenie 4



Cwiczenie 5

Wyznacz catkowitg liczbe dodatniag o tej wtasnosci, ze podwojona suma tej liczby i jej
odwrotnosci jest rowna 5. Przedstaw ilustracje graficzng zadania. Czy mozna to zrobi¢ na
wiecej niz jeden sposéb?

Cwiczenie 6

z+1 zx _ 9

z z+1 — 20

Rozwiaz rownanie:
Cwiczenie 7 @

Dany jest okrag o réwnaniu 2 — 6z + y2 + 4y + 5 = 0, styczny do obu gatezi hiperboli
f(z) = xfp + g. Wiedzac, ze jeden z punktéw styczno$ci ma wspétrzedne (5, — 4),
wyznacz wspotrzedne drugiego punktu stycznosci oraz wzoér funkcji, ktérej wykresem jest ta

hiperbola.

Cwiczenie 8 O

Dana jest funkcja f(x) = % gdzie x # —1. Wyznacz wszystkie punkty wykresu tej

funkcji o obu wspétrzednych catkowitych i wykaz, ze tréjkat utworzony przez dowolne trzy
z nich jest prostokatny.



Dla nauczyciela

Autor: Karolina Nowak

Przedmiot: Matematyka

Temat: Rownania zwigzane z proporcjonalno$cia odwrotna

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne.

Zakres podstawowy. Uczen:

5) znajduje pierwiastki catkowite wielomianu o wspoétczynnikach catkowitych;
6) dzieli wielomian jednejzmiennej W () przez dwumian postaci z — a.

III. Rbwnania i nieréwnosci.

Zakres podstawowy. Uczen:

6) rozwigzuje rownania wielomianowe postaci W(z) = 0 dla wielomianéw
doprowadzonych do postaci iloczynowej lub takich, ktore daja si¢ doprowadzi¢ do postaci
iloczynowej metodg wylgczania wspolnego czynnika przed nawias lub metoda grupowania;

7) rozwigzuje rbwnania wymierne postaci V‘[/,((";)) = 0, gdzie wielomiany V' (z) i W(x) sa

zapisane w postaci iloczynowe;j.
IV. Uktady rownan.
Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozwigzuje uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, podaje interpretacije
geometryczng ukladow oznaczonych, nieoznaczonych i sprzecznych;

2) stosuje uklady rownan do rozwigzywania zadan tekstowych.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto rozwiazuje uktady rownan kwadratowych
L+ +ar+by=cx’+y P +dx+ey=f



V. Funkcje.
Zakres podstawowy. Uczen:

13) postuguije sie funkcjg f(x) = %, w tym jej wykresem, do opisu i interpretacji zagadnien
zwigzanych z wielkoSciami odwrotnie proporcjonalnymi, rowniez w zastosowaniach
praktycznych.

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

3) dowodzi monotonicznosci funkcji zadanej wzorem, jak w przyktadzie: wykaz, ze funkcja

f(z) = i;; jest monotoniczna w przedziale (—oo, — 2).

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwiazuje rownanie kwadratowe, wielomianowe, wymierne
» przeksztalca wyrazenia wymierne

« identyfikuje wielkosci odwrotnie proporcjonalne

« stosuje wlasnosci funkcji f(z) = &

» przeksztalca wzory i wykorzystuje wiasnosci funkcji homograficznych

« dokonuje analizy informacji i wyciaga wnioski, weryfikuje wyniki dziatan
o argumentuje i uzasadnia swoje dziatania

 integruje wiadomosci i umiejetnosci z roznych dzialow matematyki
Strategie nauczania:

» konstruktywizm
» konektywizm

Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa
 dyskusja
e obserwacja



Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw parach/matych grupach
» praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do Internetu
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Uczniowie zapoznajg si¢ z tresciami zapisanymi w sekcji ,Wprowadzenie” oraz
LPrzeczytaj”

Faza wstepna:

1. Nauczyciel okresla cele lekcji i kryteria sukcesu w jezyku ucznia.

2. Nauczyciel inicjuje rozmowe z uczniami na temat rozwigzywania rownan roznych
typow. Wspolnie z uczniami przypomina sposoby postepowania i techniki uzyteczne
w omawianych sytuacjach.

3. Nauczyciel zadaje pytania kontrolne dotyczace przyktadow z sekcji ,Przeczytaj’, aby
uzyskac informacje o stopniu zrozumienia przez uczniow opisanych przyktadow. Jesli
uczniowie nie poruszg tego tematu wskazane bytby omoéwienie innego sposobu, niz
wskazany w przyktadzie 2 w sekciji ,Przeczytaj’, rozktadu wielomianu stopnia trzeciego
na czynniki liniowe.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w parach zapoznaja si¢ z zalgczong infografikg i na jej podstawie realizuja
Polecenie 2. Jesli zachodzi taka koniecznos$¢, nauczyciel moze zaproponowac inne
analogiczne przyklady, aby nabra¢ przekonania o zrozumieniu przez uczniow
zaprezentowanego algorytmu postepowania.

2. Uczniowie tworza 3 — 4 osobowe zespoly (najlepiej 8 zespotow, jesli wiec klasa jest mato
liczna, to tworzg pary), ktorych zadaniem jest wspolne omoéwienie i wyjasnienie sobie
nawzajem po jednym ¢wiczeniu 5 - 8, wskazanym przez nauczyciela, sposrod
zamieszczonych w sekcji ,Sprawdz si¢”. Nad kazdym z czterech ¢wiczen pracuja dwa
zespoty.

3. Kazde dwa zespoly pracujace nad jednakowym ¢wiczeniem Igcza si¢ w wieksza grupe
i w tym gronie poréwnujg rezultaty, ustalajg poprawnos¢ zastosowanych rozwigzan,
wyjasniaja watpliwosci. W razie koniecznosci prosza o rozstrzygniecie nauczyciela.



4. Nauczyciel kontroluje prace zespotow, koryguje btedy i wyjasnia ewentualne
watpliwosci.

5. Zespoty deleguja po jednym przedstawicielu, ktory przedstawia rozwigzanie
uzgodnione w grupie, na forum klasy.

Faza podsumowujaca:

1. Uczniowie zglaszaja ewentualne pytania w nawigzaniu do ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz
sie” i wspolnie z nauczycielem je rozstrzygaja.

2. Nauczyciel inicjuje krotka rozmowe na temat kryteriow sukcesu. Czego sie uczniowie
nauczyli? Jakg wcze$niejsza wiedze i umiejetnosci wykorzystali na lekcji? Co byto dla
nich (lub nadal jest) trudne badz niezrozumiate?

3. Jesli nauczyciel widzi takg potrzebe moze zastosowac na podsumowanie sygnalizacje
Swietlng: uczniowie indywidualnie przypisuja poszczego6lnym umiejetno$ciom
okreslonym w kryteriach sukcesu kolory: zielony - wszystko zrozumiate, zotty -
zrozumiate czeSciowo i czerwony — niezrozumiate.

Praca domowa:
Zadaniem dla wszystkich uczniow jest wykonanie ¢wiczen 1 - 4 z sekcji ,Sprawdz si¢”.
Materialy pomocnicze:

» Proporcjonalnos¢ odwrotna
» Wielkosci odwrotnie proporcjonalne

Wskazowki metodyczne:

» Szczegblng uwage warto zwrocic¢ na zadanie zamieszczone w Przykladzie 2 w sekciji
»Przeczytaj” i pokaza¢ uczniom nietypowy sposob rozktadu wielomianu stopnia
trzeciego na czynniki liniowe.

o Warto takze w tym samym przyktadzie pokaza¢ uczniom roznice w geometrycznym
potozeniu dwoch punktow wspolnych paraboli i hiperboli w konfrontacji z zapisem
algebraicznym rownania, ktorego pierwiastki stanowig odciete tych punktow
(znaczenie pierwiastka podwojnego).

e Prezentacje multimedialng nauczyciel moze wykorzysta¢ jako uzupetnienie tematu
»,Monotoniczno$¢ funkcji”
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