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Kazda ptaszczyzna jest wyznaczona jednoznacznie przez trzy rozne punkty
niewspotliniowe, dwie proste przecinajace sie lub prosta i punkt, ktory do niejnie nalezy.
Rozpatruje sie rozne mozliwoSci wzajemnego potozenia plaszczyzn. Okazuje sig, ze dwie
plaszczyzny moga sie pokrywac (czyli kazdy punkt z jednej ptaszczyzny jest punktem
drugiej ptaszczyzny), by¢ rownolegle (wtedy nie majg punktow wspolnych) lub przecinac
sie. W materiale zajmiemy si¢ tym ostatnim przypadkiem.

Twoje cele

» Zdefiniujesz, kiedy dwie ptaszczyzny si¢ przecinaja.
» Rozpoznasz plaszczyzny przecinajgce sie.
» Zastosujesz zdobytg wiedze w rozwigzywaniu probleméw matematycznych.




Przeczytaj

Definicja: ptaszczyzny przecinajace sie

Dane s3 ptaszczyzny m i 9. MOWimy, ze plaszczyzny m; i 9 s3 przecinajace sie¢, gdy maja
wspolna prostg, zwang krawedzia.

krawed?
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Przyktad 1

Na rysunku przedstawiono sze$cian ABC DEFG H. Wskazemy plaszczyzny zawierajgce
Sciany szeScianu, ktére przecinaja sie z plaszczyzng ADHE.




Rozwiazanie:

Plaszczyzny zawierajace Sciany szeScianu, ktore przecinaja sie z ptaszczyzna zawierajgcg
Sciane ADHE, to: ABCD, EFGH, ABFE, DCGH.

Przyktad 2

Obliczymy miare kata a pomiedzy plaszczyznami zawierajgcymi $ciany ADS i ABC'D
w ostrostupie prawidtowym czworokatnym o wymiarach, jak na rysunku.

Rozwigzanie:

Do wyznaczenia miary kata a wystarczy rozpatrzec¢ trojkat prostokatny, jak na ponizszym
rysunku.
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Korzystajgc z definicji funkcji trygonometrycznej cosinus, mamy, ze:
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Jezeli wykorzystamy tablice warto$ci funkcji trygonometrycznych, to odczytujemy, ze
a~rT5°.

Wiadomosci wykorzystane w kolejnych dwoch przyktadach wykraczaja poza podstawe
programowg matematyki, ale sg ciekawym uzupelnieniem poruszanej tematyki.

Twierdzenie: twierdzenie Cevy

Dany jest czworo$cian ABCD i punkty A, B, C’, D’ lezace odpowiednio na
krawedziach AB, BC, CD, DA. Ptaszczyzny ABC', BCA', CDD’', DAB’ przecinajg sie
w jednym punkcie wtedy, gdy zachodzi warunek:

AA BB CC DD 1

AB "BC 'CD DA —

Przyktad 3

Obliczymy dtugo$¢ odcinka DD, jezeli krawedz czworo$cianu foremnego z rysunku ma
dtugos¢ 3 oraz |AA'| = |B'C|, |CC’| = 2, |C’'D| = 1 oraz ptaszczyzny ABC', BCD',
CDA’, DAB przecinaja sie w jednym punkcie.
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Rozwigzanie:

Wprowadzmy dodatkowe oznaczenia na rysunku.
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Korzystajgc z twierdzenia Cevy, wykorzystujemy zaleznosc:

AA° BB CC DD

AB BC CD DA —

Zatem:




Wobec tego:

Ciekawostka

Jezeli ptaszczyzny s3 opisane za pomocg réwnan w postaci ogolnej, okresla sie warunki,

kiedy te ptaszczyzny sie przecinajg.

Dwie plaszczyzny zadane rownaniami w postaci ogolne;:
Q:Ax+ Biy+ Ciz+ Dy =0, gdzie Ay, By, C] € ]RorazA% —I—Bf —|—C’12 >0
T : Asx + Boy + Coz + Dy = 0, gdzie Ay, By, Cy € Roraz A2+ B2+ C2 > 0

przecinaja si¢ wtedy, gdy:
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Przyktad 4

Okres$limy, czy istnieje warto$¢ parametru m taka, ze plaszczyzny zadane rownaniami
og6lnymi Q : max + 2y + 2+ 1 = 0orazT: —6x + 6y + 3z + 3 = 0 przecinaja sie.

Rozwigzanie:

Odczytujemy warto$ci wspotczynnikéw w réwnaniach plaszczyzn Qi 7'
Zatem Ay =m,B; =2,C; =1, A, = —6, By = 6,Cy = 3.

Obliczamy wartosci odpowiednich wyznacznikow:

A, B m 2
— frd . — 2 o (— = ]_2
. B, 6 6‘ m -6 (—6) = 6m +

B, Ci] |21
= —2.3-6-1=6—-6=0
By C, 63‘

Cl Al 1 m
- —1-(—6)-m-3=-6-3
Cy Ao |3 —J (=6) —m m

Plaszczyzny przecinajg si¢, gdy co najmniejjeden z wyznacznikow jest rozny od 0.

Zatem:
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6m + 12 # 0 = m # —2
—6—-3m#0=m#* -2

Wobec tego dlam # —2 podane plaszczyzny sie przecinajg.

Stownik
réwnanie ptaszczyzny
réwnanie postaci Az + By + Cz+ D = 0, gdzie A, B,C € Roraz A2 + B2 + C? > 0

ostrostup prawidtowy czworokatny

ostrostup, ktory ma w podstawie kwadrat



Schemat interaktywny

Polecenie 1

Przeanalizuj dziatanie schematu interaktywnego, dotyczacego ptaszczyzn przecinajgcych sie,

a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D123x940l

Polecenie 2

Sprawdz, czy ptaszczyzny QQ i T przecinaja sie, jezeli sa okre$lone réwnaniami w postaci
ogolnej:

a)Q:—-br+4y—2z=0o0razT:—x—3y+2z2=0

b)Q:—2x —1y+2z—8=0o0razT:—4x+2y—42—3=0

Polecenie 3

Zbuduj algorytm sprawdzajacy, czy ptaszczyzny @QQ i T' o réwnaniach ogdlnych odpowiednio:
Aix 4+ Biy+ Ciz+ Dy =0i Asx + Bsy + Coz + Dy = 0 przecinajg sie.



https://zpe.gov.pl/a/D123x94ol

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dokoncz zdanie, wybierajgc poprawng odpowiedz.
Dwie ptaszczyzny sie przecinaja, gdy:

() kazdy punkt jednej ptaszczyzny nalezy tez do drugiej ptaszczyzny.

Q ich czescig wspodlng jest prosta.

() saréwnolegte.




Cwiczenie 2 @)

Na rysunku przedstawiono graniastostup prawidtowy szesciokatny.
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Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz wszystkie zdania prawdziwe.

(] Kazde dwie sasiednie $ciany graniastostupa przecinaja sie pod katem prostym.
(] Czescig wspdlng ptaszczyzn zawierajacych podstawy tego graniastostupa jest punkt.

0 Ptaszczyzny zawierajace $ciany BCC' B’ oraz DCC’ D’ przecinaja sie pod katem,
ktorego miara wynosi 120°.

(] Ptaszczyzny zawierajace Sciany ABB A i EDD'E’ nie przecinajg sie.



Cwiczenie 3

Rozwiaz krzyzéwke, wpisujac litery w odpowiednie pola.
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Okresla sie je w przypadku ptaszczyzn, prostych, czy odcinkéw.
Ptaszczyzny majace wspdlng krawedz.
Na przyktad ogdlna réwnania ptaszczyzny.

Bryta geometryczna, w ktérej ptaszczyzna przechodzaca przez dowolng sciane boczng
przecina sie z czterema innymi ptaszczyznami, zawierajgcymi sciany tej bryty.

Jedno z pojec¢ pierwotnych w geometrii Euklidesa.

Czes¢ wspodlna ptaszczyzn przecinajacych sie.

Cwiczenie 4

Przeciagnij poprawng wartos¢ w puste pole.

3. Jesli dwie ptaszczyzny majai punkt wspodlny, to maja rowniez drugi punkt
wspaolny.
4. Kazda zawarta w ptaszczyznie dzieli ja na dwie czesci.

..............

‘ jeden ’ ‘ prosta ’ ‘ dwa ’ ‘ punkt ’ ‘ ptaszczyzna




Cwiczenie 5
Potacz w pary okreslenie wzajemnego potozenia ptaszczyzn z odpowiadajagcym mu opisem.

ptaszczyzny réwnolegte brak punktéow wspdlnych
ptaszczyzny przecinajace sie maja wspolng prosta

kazdy punkt jednej ptaszczyzny jest

taszczyzny pokrywajace si .
P y20y POsTywald g punktem drugiej ptaszczyzny

Cwiczenie 6
Cwiczenie 7 @

Wiadomo, ze dwie ptaszczyzny maja doktadnie 3 rézne punkty wspdlne, ktére nie lezg na
jednej proste;j.

Ocen, czy ponizsze zdania sg prawdziwe, czy fatszywe. Zaznacz zdanie prawdziwe.

() Ptaszczyzny te przecinaja sie.
() Ptaszczyzny te sg rownolegte.

() Ptaszczyzny te s3 identyczne.



Cwiczenie 8 @

Dany jest czworoécian ABC D ipunkty A, B, C’, D’ lezace odpowiednio na krawedziach
AB, BC, CD, DA tak, jak na ponizszym rysunku. Oblicz warto$¢ parametru m, dla ktérej
ptaszczyzny ABC', BCD', CDA’, DAB przecinaja sie w jednym punkcie.




Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Plaszczyzny przecinajace si¢

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

Tredci nauczania - wymagania szczegotowe:

X. Stereometria. Zakres podstawowy. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych w przestrzeni, w szczegdlnosci proste prostopadte
nieprzecinajace sie;

2) postuguje sie pojeciem kata miedzy prostg a ptaszczyzng oraz pojeciem kata dwusciennego
miedzy potptaszczyznami;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne:
Uczen:

 definiuje, kiedy dwie ptaszczyzny si¢ przecinajs;
e rozpoznaje plaszczyzny przecinajgce si¢;
 stosuje zdobytg wiedz¢ w rozwigzywaniu problemow matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
o metoda krokodyla;
 liga zadaniowa.



Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Ustalenie celu lekcji i kryteriow sukcesu w temacie: ,,Ptaszczyzny przecinajgce si¢”.
2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczgce tematu zajec¢, na
ktore odpowiedza w trakcie lekciji.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescig sekcji ,Schemat interaktywny”.
Zapisuja ewentualne pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje
dyskusja, w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg pierwsze dwa ¢wiczenia interaktywne z sekcji ,Sprawdz sie”
Wyniki pracy omawiane s3 na forum klasy i komentowane przez nauczyciela.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiajg je na forum klasy.

5. Cwiczenia numer 6, 71 8 uczniowie wykonuja metodg krokodyla. Krokodylem jest
nauczyciel, ktory ,czeka nieruchomo na brzegu rzeki” i ,,ozywia sie” tylko
w przypadku, gdy uczen nie moze sobie poradzi¢ z zadaniem.

Faza podsumowujaca:

1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: Na dzisiejszych
zajeciach nauczylem sie...

Praca domowa:



1. Zadanie dla kolegi /kolezanki. Uczniowie dobierajg si¢ w pary i opracowuja zadania
analogiczne do ¢wiczen 71 8 z sekcji ,Sprawdz sie”. Nastepnie przesytaja je do siebie
mailem, rozwiazuja i na nastepnejlekcji poréwnujg wyniki.

Materialy pomocnicze:
» Punkty, proste i ptaszczyzny w przestrzeni
Wskazowki metodyczne:

o Materiat w sekcji ,Schemat interaktywny” mozna wykorzystac¢ jako powtorzenie
wiadomosci dotyczgcych plaszczyzn przecinajacych sie lub do realizacji tematu ,Miary
katow miedzy plaszczyznami w graniastostupie prawidtowym tréojkatnym”.
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