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Dtugosci odcinkdw w graniastostupie prawidtowym

trojkatnym

Zrédto: Michael Dziedzic, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Wystarczy poda¢ matematykowi (czy tez wprawnemu uczniowi) dwie wartosci: dlugos¢
krawedzi podstawy i dlugos¢ krawedzi bocznej, a wykresli siatke i zbuduje z niej
graniastostup prawidtowy trojkatny. Jakie inne odcinki moga jednoznacznie
scharakteryzowac te bryle? Czy wystarczy suma dtugosci wszystkich odcinkéw? A moze
dlugos¢ przekatnej Sciany bocznej? Wysoko$¢ podstawy? Sprawdzimy to w nastepujgcym
materiale.

Twoje cele

» Wskazesz odcinki w graniastostupie prawidtowym tréjkgtnym.
e Wyznaczysz dlugosci odcinkéw w graniastostupie prawidtowym tréojkgtnym.

o Wykorzystasz wiedze z planimetrii do rozwigzywania zadan ze stereometrii.



Przeczytaj

Definicja: Graniastostup prawidtowy trojkatny

Graniastostup prawidlowy trojkatny to taki graniastostup prosty, ktory ma w podstawie
trojkat rownoboczny.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DmKXumi7b

Brylta ta ma piec¢ Scian: dwie podstawy i trzy Sciany boczne. Istnieje wiele odcinkow, ktore
mozemy w takim graniastostupie wyrézni¢. Zarowno te lezace na $cianach - krawedzie,
przekatne, wysokosci, jak i znajdujace si¢ wewnatrz graniastostupa.

Krawedzie graniastostupa prawidtowego tréjkatnego

Graniastostup prawidlowy trojkatny ma 6 krawedzi podstawy (oznaczmy ich dtugos¢ przez
a) oraz 3 krawedzie boczne, bedace wysokosciami (oznaczmy ich dtugos¢ przez h). Suma
dtugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidlowego trojkatnego dana jest wzorem

S = 6a+ 3h
Przyktad 1

Obliczymy dtugosci krawedzi bocznej graniastostupa prawidtowego trojkatnego wiedzac,
ze suma dtugosci wszystkich krawedzi wynosi 45, a krawedz boczna jest cztery razy
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dtuzsza od krawedzi podstawy.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia jak w czesci tekstu przed przyktadem:
h =4a

S=6a+3-4a

45 = 6a + 12a

45 = 18a

a=2,5

Zatem krawedz boczna ma dlugos¢ h = 4 - 2,5 = 10.

Przekatne Scian w graniastostupie prawidtowym trojkatnym

Podstawy graniastostupa sg trojkgtami, a wiec nie majg przekatnych.

Sciany boczne sg przystajgcymi prostokgtami. Kazda z nich ma po dwie przekatne rowne;
dtugosci, przecinajace si¢ w potowie, ale niekoniecznie pod katem prostym (prostopadie sg
tylko wtedy, gdy Sciany sa kwadratami).

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DmKXumi7b
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Dlugos¢ przekatnej Sciany bocznej obliczymy korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa
w trojkacie ACA’. Oznaczmy te dtugosc¢ litera p.

a2+ h2 = p2
P = /a2 + h2
Przyktad 2

Przekatna Sciany bocznejw graniastostupie prawidtowym tréjkgtnym jest o 1 cm dtuzsza
od krawedzi podstawy i o 8 cm dtuzsza od krawedzi bocznej. Oblicz dlugosc tej
przekatne;j.

Rozwigzanie:

Przez p oznaczmy dtugo$¢ szukanej przekatnej. Wtedy (p — 1) to dtugo$¢ krawedzi
podstawy oraz (p — 8) to dtugo$¢ krawedzi bocznej. Pamietajmy o wyznaczeniu

p>0
dziedziny. Dlugosci wszystkich odcinkow muszg by¢ dodatnie, czyli ¢ p — 1 > 0,
p—8>0

a z takiego uktadu warunkow wynika, ze p > 8.
Zapisujemy rownanie korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa:
(p—1)"+(p—8)"=p’

1 rozwigzujemy je:

p?—2p+1+p*>—16p+ 64 = p?

p?> —18p + 65 =0

A= (—18)* —4-1-65 = 324 — 260 = 64

pr =188 — 13

Dy = % = 5 < 8, py odrzucamy ze wzgledu na dziedzine.

Przekatna Sciany bocznejw tym graniastostupie ma dtugos¢ 13 cm.

Wysokos¢ podstawy w graniastostupie prawidtowym
trojkatnym
Wiesz juz, ze w podstawie omawianej bryly jest trojkat rownoboczny. W kazdym trojkacie

mozemy poprowadzi¢ trzy wysokosci przecinajgce si¢ w jednym punkcie - zwanym
ortocentrum. Dodatkowo, w trojkacie rownobocznym, wszystkie wysokosci sg tej samej
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dlugosci i potowia bok, na ktory padajg. Przypomnijmy, ze jezeli przez a oznaczymy dtugosc
boku tego trojkata, to jego wysokos¢ h, wyraza si¢ wzorem

__ aVv3
hp_2

W trojkacie rownobocznym wysokosci spetniajg definicje srodkowych, a wiec przyjmujg tez
ich wlasnos¢ - przecinajg si¢ w stosunku 2 : 1 liczac od wierzchotka.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DmKXumi7b

Przyktad 3

Obliczymy dtugos¢ krawedzi bocznej graniastostupa prawidtowego tréjkatnego
przedstawionego na rysunku, w ktorym | AO| = 6, a suma dlugoéci wszystkich krawedzi

to 51/3.
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Rozwigzanie:

Wiemy, ze |AO| : |OE| = 2 : 1, zatem |OE| = 3, czyli wysokosc podstawy |AE| = 9.

9:a2§
stad

_ 92 _ 183 _ a /9
o= =5 =63

Suma dlugosci wszystkich krawedzi wynosi 51/3,a wiec

51v/3 = 6-6v/3 + 3h

Szukana dlugos¢ krawedzi bocznejto h = M = 5v/3.

Odcinki lezace poza ptaszczyznami Scian graniastostupa
prawidtowego tréjkatnego

Graniastostup prawidlowy trojkatny nie ma przekatnych calejbryly. Mozemy natomiast
wyr6zni¢ odcinki lezace poza plaszczyznami $cian, 1aczgce punkty na krawedziach.

W ponizszym aplecie widzimy odcinek A’E gczacy wierzcholek gornej podstawy ze
srodkiem przeciwleglej krawedzi dolnej podstawy. Diugos¢ tego odcinka mozemy obliczy¢
korzystajac z wiasnosci w trojkacie prostokgtnym AEA’.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DmKXumi7b

Przyktad 4

Obliczymy dlugos$¢ odcinka A’E w graniastostupie prawidlowym tréjkatnym (rysunek
ponizej), w ktorym krawedz boczna ma dtugos¢ 2+/69, a stosunek dlugosci odcinkow
|A’E| : |A’B| jest rowny 12 : 13.

Rozwigzanie:
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Korzystajgc z informacji na temat stosunku dtugosci odcinkow zapisujemy, ze
|A’E| = 12z oraz |A’B| = 13x.

Z twierdzenia Pitagorasa w trdojkacie ABA’ otrzymujemy rownosc¢:
2

(2\/69) +a? = (132)?

a® = 169z* — 276

Jednoczesnie z twierdzenia Pitagorasa w trojkacie AEA’ mamy:

(2@)2 + (“f)Q — (122)?

276 + 3a” = 144a”

Wstawiajgc za a?

wczesniej wyznaczone wyrazenie otrzymujemy:
276 + 5 (1692 — 276) = 144z

276 + 20z? — 207 = 144>

Dlugo$c¢ odcinka A’E wynosi 12z = 24.

Innym przyktadem odcinka w graniastostupie prawidlowym trojkgtnym nie lezgcego

w plaszczyznie zadnej Sciany jest odcinek taczacy Srodki nierownolegtych krawedzi,

z ktorych jedna nalezy do podstawy gornej, a druga do podstawy dolnej. Przykladem jest
odcinek DE’ w ponizszym aplecie.



Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DmKXumi7b

Przyktad 5

Obliczymy dlugos¢ odcinka DE’ w graniastostupie prawidlowym tréojkatnym
przedstawionym na rysunku wiedzac, ze punkty £’ i D sg Srodkami krawedzi oraz
|AB| =6,|AA’| =8.
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Rozwigzanie:
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Odcinek DF aczy $srodki dwoch bokow w trojkacie. Z podobienstwa tréjkatow ABC'i
DEC w skali 5 wynika, ze |DE| = +|AB| oraz, ze DE || AB. Zatem |DE| = 3.
Jednoczesnie |[EE’| = |AA’| = 8.

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa w tréjkacie DEE’ obliczymy dlugo$¢ szukanego
odcinka

32 + 8% = |DE'|
|DE’| = V64 +9 =73

Stownik
graniastostup prosty

graniastostup, w ktorym wszystkie krawedzie boczne sg prostopadie do podstaw, a wiec
wszystkie Sciany boczne sg prostokgtami

twierdzenie Pitagorasa

jezeli trojkat jest prostokatny, to suma kwadratow dtugosci przyprostokatnych jest rowna
kwadratowi dtugosci przeciwprostokatne;j

wysokos¢ tréjkata

kazdy z trzech odcinkow taczacy wierzchotek tego trojkagta z punktem na przeciwlegtym
boku, prostopadty do tego boku; wysokosci w trojkacie przecinaja si¢ w punkcie
nazywanym ortocentrum

srodkowa w trojkacie

kazdy z trzech odcinkow taczacy wierzchotek ze Srodkiem przeciwleglego boku;
srodkowe w trojkacie przecinajg si¢ w stosunku 2 : 1 liczac od wierzchotka, w punkcie

nazywanym Srodkiem ciezkosci trojkata (barycentrum)



Animacja 3D

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja 3D, a nastepnie rozwiaz zadania umieszczone w Poleceniach 2 3.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D8jZVviNO

Film przedstawia rozwigzania zadan dotyczacych wyznaczania dtugosci odcinkow
w graniastostupie prawidlowym trojkatnym. Ostatnie zadanie jest do samodzielnego
rozwigzania.

Polecenie 2

Dtugos¢ krawedzi bocznej graniastostupa prawidtowego tréjkatnego jest rowna wysokosci

tréjkata w podstawie. Przekatna Sciany bocznej ma dtugos$é 2+v/21. Oblicz dtugo$¢ krawedzi
podstawy.



https://zpe.gov.pl/a/D8jZVvjN0

Polecenie 3

Przekatna $ciany bocznej w graniastostupie prawidtowym tréjkagtnym ma dtugosc 7\/5 ijesto
\/§ dtuzsza od dtugosci przekatnej prostokata, ktory jest potowg $ciany bocznej (patrz
rysunek). Oblicz dtugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa.

A 4




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Wiedzac, ze punkty Di E s3 odpowiednio $rodkami krawedzi BC'i A C ustaw w kolejnosci
od najdtuzszego do najkrétszego odcinki zaznaczone w aplecie ponizej literami p, 7, s, t.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https:/zpe.gov.pl/a/DmlsdgDat

t s
T $
S =
p =

W ktérym miejscu w szeregu nalezatoby umiesci¢ odcinek DC’?
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Cwiczenie 2 @)

W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym wszystkie krawedzie sg tej samej dtugosci. Suma
dtugosci wszystkich krawedzi jest rowna 90. Wtedy dtugos$¢ wysokosci trojkata w podstawie
jest réwna:

O 53
(O 10
O 10v3

O 5

Cwiczenie 3
Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi. Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego

trojkatnego ma dtugosé 10, a krawedz boczna 12. Dtugosé odcinka taczacego srodek krawedzi
dolnej podstawy ze srodkiem krawedzi gérnej podstawy moze mie¢ dtugosé:

13
10

15

O o o o o

12



Cwiczenie 4

Zaznacz wszystkie poprawne odpowiedzi. KrawedzZ podstawy graniastostupa prawidtowego
tréjkatnego ma dtugosé 10, a krawedz boczna 11. Dtugos¢ odcinka taczacego srodek krawedzi
dolnej podstawy z wierzchotkiem gérnej podstawy moze mie¢ dtugos¢:
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) 12



Cwiczenie 5

Oblicz dtugos¢ przekatnej sciany bocznej graniastostupa prawidtowego tréjkatnego
przedstawionego na rysunku, w ktérym |OE| = v/3 oraz |[FA’| = 5.

C/

B/

Do przeprowadzenia obliczen mozesz wykorzystac ponizsze pole.




Cwiczenie 6

Dany jest graniastostup prawidtowy tréjkatny o krawedzi podstawy dtugosci 3 i krawedzi
bocznej dtugosci 4. Punkt D jest srodkiem krawedzi BC'. Oblicz obwdd tréjkata ADC”. Czy
trojkat ADC’ jest prostokatny? Uzasadnij.
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Do przeprowadzenia obliczen mozesz wykorzysta¢ ponizsze pole.




Cwiczenie 7 @

W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym krawedz podstawy jest dwa razy dtuzsza od
krawedzi bocznej. Punkt D’ jest Srodkiem krawedzi B’C”, jak na rysunku obok. Wykaz, ze
dtugos¢ odcinka AD’ jest réowna dtugosci krawedzi podstawy.

B/

Do przeprowadzenia obliczen mozesz wykorzysta¢ ponizsze pole.




Cwiczenie 8 @

Wyznacz dtugosé krawedzi bocznej graniastostupa prawidtowego tréjkatnego wiedzac, ze

suma dtugosci wszystkich krawedzi wynosi 33, a dtugosc¢ przekatnej $ciany bocznej jest rowna
5.

Do przeprowadzenia obliczern mozesz wykorzystac ponizsze pole.




Dla nauczyciela

Autor: Bartlomiej Cymbalista

Przedmiot: Matematyka

Temat: Dlugos$ci odcinkow w graniastostupie prawidtowym troéjkatnym
Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy $cianami, oblicza miary tych katow.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencije cyfrowe;

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji.
Cele operacyjne:
Uczen:

» wskazuje odcinki w graniastostupie prawidtowym trojkatnym;
» wyznacza dlugosci odcinkow w graniastostupie prawidlowym trojkatnym;
» wykorzystuje wiedze z planimetrii do rozwigzywania zadan ze stereometrii.

Strategie nauczania:
» konstruktywizm.
Metody i techniki nauczania:

e odwrocona klasa;
e pogadanka;
o dyskusja;



e pracaz medium bazowym.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;

e pracaw grupach;

e praca calg klasa.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do Internetu;

zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;

« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji

Przed lekcja

Uczniowie zapoznajq si¢ z trescig i przykladami z sekcji ,Przeczytaj’.

Faza wstepna:

1.

Nauczyciel przedstawia uczniom temat - ,,Dtugosci odcinkéw w graniastostupie
prawidtowym tréjkatnym”, wskazuje cele zajec.

. Nauczyciel rysuje na tablicy graniastostup prawidtowy trojkatny i pyta uczniow

o przyktady odcinkow, ktore mozna w nim zaznaczyc¢ oraz o sposoby wyliczenia ich
dlugosci w zaleznoSci od krawedzi podstawy oraz krawedzi bocznej, przyjmuje
konkretne warto$ci, np. a = 6, h = 8. Uczniowie w oparciu o zdobytg przed lekcja
wiedzg udzielajg odpowiedzi:

wysoko$¢ podstawy h = 67‘@ =33

przekatna $ciany bocznejp = v 6% + 82 = 10

odcinek taczacy wierzchotek dolnej podstawy ze srodkiem nieréwnolegtej krawedzi
N\ 2

gornej podstawy d = \/(3\/3> +8=+v91~9,5

odcinek 1gczacy Srodki dwoch nierownoleglych krawedzi, z ktorych jedna nalezy do
dolnej, a druga do gornejpodstawy z = v/32 + 82 = v/73 ~ 8,5

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie indywidualnie zapoznaja si¢ z animacja 3D oraz rozwiazuja Polecenie 2

znajdujace sie w tej sekcji. Wybrani uczniowie przedstawiajg poprawne rozwigzania na
tablicy.

2. Uczniowie rozwigzujg samodzielnie Cwiczenie 1z sekcji ,Sprawdz sie”, a nastepnie

nauczyciel wywotuje dyskusje na temat poprawnego rozwiazania, mobilizujgc uczniow



do argumentaciji.

3. Uczniowie zostajg podzieleni na 3-4 osobowe grupy. Rozwigzujg ¢wiczenia 2, 4, 7, 8
z sekcji ,Sprawdz si¢”. Po skonczonej pracy wybrani uczniowie rozwigzujg zadania na
tablicy.

4. Uczniowie indywidualnie rozwiazuja zadania 3, 5, 7 z sekcji ,,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
nadzoruje prace uczniow, w razie potrzeby podsuwajgc im wskazowki. Wybrane osoby
omawiajg rozwigzanie na tablicy. Nauczyciel moze nagrodzi¢ poprawne rozwigzanie
ocena.

Faza podsumowujaca:

» Nauczyciel omawia ewentualne problemy z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz
sie” oraz ,Animacja 3D".

Praca domowa:
Uczniowie rozwiazujg Polecenie 3 znajdujace si¢ w sekcji ,Animacja 3D".
Materialy pomocnicze:

e Graniastostup
» Graniastostup prosty i jego wiasnosci. Zwigzki miarowe w graniastostupach

Wskazowki metodyczne:

Nauczyciel moze przedstawi¢ animacje 3D na duzym ekranie dla catej klasy, a nastepnie
da¢ czas uczniom na indywidualne (lub w parach) rozwiazanie zadan z tej sekciji.

Animacje 3D mozna réwniez wykorzysta¢ podczas realizacji lekcji ,,Katy miedzy odcinkami
w graniastostupie”.
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