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Zrédto: dostepny w internecie: S. Hermann & F. Richter z Pixabay, domena publiczna.

Stowo ,,podwojny” kojarzy¢ si¢ moze z podwdjng tecza, podwojnym agentem, podwojng
kanapka, podwojnym zaworem kranowym, podwojnym fotelem wiszgcym, podwojnym

warkoczem, podwojnym sznurem perel...



https://pixabay.com/pl/users/pixel2013-2364555/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=2548810
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=2548810

Podpis tecza

Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

By¢ moze i Tobie skojarzyto si¢ to stowo z czyms$ przyjemnym - takim, jak na przyktad
nierownos¢ podwojna, ktorg zajmiemy sie w tym materiale. CaloSc¢ jest zebraniem
wiadomosci o najwazniejszych typach nierownosci podwojnych. Zatem nie znajdziesz tu
podwajnych weztow gordyjskich do rozwiktania, ale co najwyzej podwojne sposoby
rozwigzywania nierOwnosci.

Twoje cele

e Rozwiazesz nierownos¢ podwajna.
 Ustalisz zbior rozwigzan nieréwnos$ci w sytuacji praktyczne;.
e Rozwigzesz prostg nierowno$¢ kwadratowq.

e Okreslisz czes¢ wspolng nieréwnosci wymiernych.



Przeczytaj

W niektorych przypadkach zdarza sig, ze zmienna musi spetniac¢ jednoczes$nie dwie lub
wiecejnierownosci. Nieréwnosci takie nazywamy nieréwno$ciami jednoczesnymi.
Nierownosci jednoczesne rozwigzujemy oddzielnie, a z otrzymanych wynikow wyciagamy
koncowy wniosek.

W tym materiale zajmiemy si¢ tylko nieréwnosciami podwojnymi. Nierownosci takie sa
jednoznaczne z ukladem dwoch nieréwnosci pojedynczych, ktore powinny by¢
jednoczes$nie speinione.

Definicja: Nieréwnos¢ podwadjna z jedng niewiadoma

Nierownos¢ z jedng niewiadoma, ktorg mozna zapisac¢ za pomocg uktadu dwoch
nieréwnosci z ta niewiadoma.

Sposoby rozwigzywania nierownosci podwojnej pokazemy na prostym przykladzie.
Przyktad 1

Rozwigzemy nier6wnos¢

—6<2(z—-3)+1<3.

Sposob 1:

Zapisujemy i rozwigzujemy odpowiedni uktad nieréwnosci.
{—6<2(a:—3)+1

20z —3)+1<3

2c — 5 <3
-1 <2z
2 < 8

1
:IZ>—§
r <4

Rozwigzaniem uktadu nieréwnosci jest cze$¢ wspolna rozwigzan obu nier6wnosci.

{—6<2x—5

Odpowiedz:

1
S (—5, 4).




Sposoéb 2:

Bedziemy przeksztalca¢ réwnowaznie kazda ze stron nieré6wnosci.
—6<2(z—-3)+1<3
—6<2zx—-5<3

Dodajemy do kazdej ze stron 5.
—6+5<2x-5+5<3+5
—1<22<8

Dzielimy przez 2.

_Tl <zr<4

Odpowiedz:

T e (—%, 4).

Przyktad 2

Rozwigzemy nier6wnos¢

rz—1 1 z+4 2x —x+2 1

3 t32>"2 —73>"3 *T71-

Rozwigzanie zaczniemy od sprowadzenia nieréwnoS$ci do najprostszej postaci. W tym
celu mnozymy kazdg ze stron przez 12 (aby ,pozbyc¢ si¢” mianownika).

xz—1 1 x+4 2z —x+2 1
5 tT >y — 3 > g +q|12

4x—1)+3>6(x+4) —8z>4(—z+2)+3

Wykonujemy wskazane dziatania i redukujemy wyrazy podobne.
dr —44+3>6x+24—-8x > —4x+8+3

4r — 1> -2z +24 > —4z + 11

W tym przypadku niewiadoma wystepuje po kazdej ze stron nieréwnosci, zatem
rozwigzujemy rownowazny uktad nierownosci.

dr — 1> —2x+24i—2x+ 24 > —4x + 11

6x > 2512z > —13



1. 1
T >4 6l > —6 9
1
Zatem x > 4@.
Odpowiedz:
T < ( %, oo)
Przyktad 3

Rozwigzemy nier6wnos¢

r—1
r+2°

1
m—1§§<

Ustalamy dziedzing¢ nieréwnosci.
D=R \ {_2a 1}

Rozwigzujemy koniunkcje nieréwnosci:

<3
-7 <0
2w2—?;1::f)+1 <0
2:1;:52 =0

Niero6wnos¢ ta jest rownowazna nierOwnosci
(x+5)2x—-2) <0
Czyli x € (—5, 1) - narazie nie uwzgledniamy dziedziny.

Rozwigzujemy drugg z uzyskanych nieréwnosci.

rz—1
r+2

L
5 <

rz—1
) <0

2| =

r+2—2x+2

2x+4 <0



—xz+4
2z+4

<0

(4—2)(2z+4) <0

z € (—oo, —2)U (4, c0)

Ustalamy cze$¢ wspolng obu nierownosci, uwzgledniajgc dziedzine.

ze(-5,1)

z € (—oo, —2)U (4, c0)
x # —2

x#1

Odpowiedz:
z € (=5, —2).
Uwaga!

Niech a bedzie dowolng liczbg dodatnig. Zauwazmy, ze nieréwnosci |z| < a oraz
—a < T < a sgrownowazne. Zatem rozwigzanie nierownosci z wartoscig bezwzgledna
w niektorych przypadkach, mozna sprowadzi¢ do rozwigzania nieréwnosci podwojne;j.

Przyktad 4

Rozwigzemy nier6wnos¢

V2z(z—3)+ (3—z)3+z) <5.

Zapisujemy wyrazenie podpierwiastkowe w prostszej postaci.

V2zx(xr—3)+ B3 —2)(3+x) <5

V2r2 —6x+9—x22<5
vVzz —6x+9<5

Wyrazenie pod pierwiastkiem zapisujemy w postaci kwadratu réznicy.

\V(z—3)° <5

Zapisujemy nierownos$¢ w postaci rownowazne;j.
lz—3| <5
—-5<zx—-3<5H

Rozwigzujemy nierownosc podwojna.


javascript:void(0);

—2<x<8

Odpowiedz:

z € (-2, 8).

Do rozwigzywania nierownosci podwojnej prowadzg tez czesto rownania
trygonometryczne.

Przyktad 5

Okreélimy, dla jakich warto$ci parametru @ rownanie sin 2z = a® + 5a + 7 ma
rozwigzanie.

Z wiasnosci funkcji sinus wiemy, ze

—1 <sina <1

Zatem, aby rozwazane rownanie miato rozwigzanie, parametr a musi spetnia¢ warunek
—1<ad®+5a+7<1,

Zapisujemy rownowazng koniunkcje.

—1<a’?+5a+7ia®>+5a+7<1

Rozwigzemy najpierw pierwsza z nierownosci.

—1<a®>+5a+7

a’>+5a+8>0

A=25-32=-7<0

Poniewaz wspotczynnik przy a” jest dodatnii A < 0, wiec nieréwnos¢ jest spetniona dla
kazdejliczby rzeczywiste;.

Rozwigzujemy drugg z zapisanych nierownosci kwadratowych.
a’+5a+7<1
a’+5a+6<0

A=25-24=1




(a+3)(a+2)<0
ac (-3, —2)
Okreslamy czeS¢ wspolng znalezionych rozwigzan.

a€cRiae (-3, —2)

Stad wynika, ze a € (—3, — 2).

W ostatnim przyktadzie pokazemy zastosowanie nierownosci podwojnej w zdaniu
praktycznym.

Przyktad 6

Kran napetnia wodg beczke przy zamknigetym otworze spustowym w ciggu a minut.
Otwor spustowy, przy zamknietym kranie, oproznia beczke w ciggu b minut. Beczka jest
pusta. Otworzono jednoczesnie kran i otwor spustowy. Okreslimy, po jakim czasie beczka
bedzie napelniona co najmniej do potowy i co najwyzejdo 0, 75 objetosci.

Oznaczmy:
V - objetos¢ beczki (w m?).
Rozwigzanie zadania wymaga rozwazenia dwoch przypadkow.

» Jezelia > b, to napelienie beczki przy jednoczesnym otwarciu kranu i otworu
spustowego nie jest mozliwe.

e Jeslia < b, tow ciggu z minut wptynie do beczki % - x metrow szeSciennych wody,

.V , , .
a wyplynie - - £ metrow szesciennych wody.
. . .V Vv , ;.
W zbiorniku zostanie -~ - * — 7~ - ¢ metréw szesciennych wody.

Na podstawie tresci zadani wynika, ze

1 v v 3
2V§ e T p cx < 4V.

Przeksztalcamy zapisang nieréwnosc.

1 b— 3
V< (Tg ) Vas gV
V< (5f) Ve V[V, (v>0)




T . . ; ;. a
Podzielimy teraz kazdg ze stron nieréwnosci przez b -

Liczba b;—ba jest dodatnia,boa > 0,b > 0ib — a > 0, zatem znakow nieréwnosci nie

zmieniamy.

ab 3ab
2—a) =% = A(b—a)
OdpowiedZ:

Od chwili otworzenia kranu i otworu spustowego beczka bedzie napelniona co najmniej

—a

do potowy i co najwyzej do 0, 75 objetosci w ciggu od 2(5—% minut do 4(?;);“1)) minut.

Stownik
nieréwnos¢ podwajna z jedna niewiadoma

nierownos¢ z jedna niewiadoma, ktoérg mozna zapisa¢ za pomocg uktadu dwoéch
nieréwnosci z ta niewiadomg



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja. Sprébuj najpierw samodzielnie rozwigzaé przedstawione tam
nieréwnosci podwadjne, a dopiero nastepnie poréwnaj z rozwigzaniami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/D199gkSb6

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacejnierbwnosci podwajne;.

Polecenie 2

Rozwigz nierownos¢

(z—2)(z+2)+4< (z—1)° < (z—3)(z+3).


https://zpe.gov.pl/a/D199gkSb6

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Zaznacz poprawng odpowiedz. Wskaz liczbe, ktéra nalezy do zbioru rozwigzan nieréwnosci
1< (z4+1)7—(z—1)° <12

O 0
O 3
O -1
O 1
Cwiczenie 2 ¢

Zaznacz poprawng odpowiedz. Zbiér rozwigzan nieréwnosci —2 < vx2 — 4x + 6 < 0 to:

O 0
Q (_2’ - 1)
O (—OO, 2)

O R




Cwiczenie 3

2_
Dana jest nierownosc ‘ < 233; ‘ < 1.

Zaznacz, ktére zdanie jest prawdziwe, a ktére fatszywe.

Prawda Fatsz
Nierédwnosc ta jest
réwnowazna nieréwnosci O O
—2<z? -3z <2

Nierownos¢ te mozna
zapisa¢ w postaci uktadu
zapisac W postac | O O
nieréwnosci x 3 < 2i
z? — 3z < —1.
Najwieksza liczba naturalna

spetniajaca te nieréwnosc O O
to 3.

Do zbioru rozwigzan tej
nieréwnosci naleza tylko O O
liczby dodatnie.

Cwiczenie 4

2 +3—z(3z—1)
1+az2

Rozwigz nieréwnos¢ —1 < < 2 i wpisz najmniejszg liczbe naturalng

spetniajaca te nieréwnosé.

Najmniejsza liczba naturalna spetniajgca nieréwnos¢ to‘

Cwiczenie 5

m3

Okresl, dla jakich wartosci parametru m rownanie cos T = 5~ Ma rozwigzanie.

m+1+m
Przeciagnij odpowiedni zbidr.

(=00, —1)U (1, 00) | [ (0, 2) || (-1, 1) |[ (-1, 2)|




Cwiczenie 6
Pouktadaj w odpowiedniej kolejnosci rozwigzanie zadania:

Dane sa liczby naturalne dodatnie a, b, ¢, d, x, y takie, ze:

% < % < %ibc—adzl.

Wykaz, zey > b + d.

Przeksztatcamy druga z zapisanych nieréwnosci.

Aby uzyskane nieréwnosci byty prawdziwe, musi by¢ spetniony warunek:
xb—ya > 0iyc— xd > 0.

Mnozymy pierwszg nieréwnos¢ przez d, a drugg przez b:
xbd — yad > diycb — xdb > b.

£ x
g- 5 >0

Poniewaz bc — ad = 1, zatem y > b + d, co nalezato wykazac.

yc—xd
yd

Nieréwnosc¢ % < % < % jest rownowazna uktadowi nierownosci
a_z.x _ C
b < y I y < d-

Przeksztatcamy pierwszg z zapisanych nieréwnosci.

xb—ya
yb

>0

Poniewaz lewe strony nieréwnosci sg liczbami catkowitymi, wiec musi by¢
spetniony warunek:
xb—ya > 1liyc— xd > 1.

Dodajemy nieréwnosci stronami.
ycb —yad > d+b

114

O

O

O

O

114

14

114

O

O

114

114



y(cb —ad) > d+b

Cwiczenie 7 @

Cyfra dziesigtek liczby dwucyfrowej jest o 3 mniejsza od cyfry jednosci. Znajdz te liczbe, jezeli
wiadomo, ze jest ona wieksza od 45, ale mniejsza od 69.

Cwiczenie 8 O

52__14 jest dodatnia,

Znajdz najmniejszg liczbe naturalng z, dla ktérej wartos$é wyrazenia A =

. . 1
ale mniejsza od 1



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Zebranie wiadomosci o nierowno$ciach podwdjnych
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy.

Uczen:

7) stosuje interpretacje geometryczng i algebraiczng wartosci bezwzglednej, rozwigzuje
x+ 3| >4

réwnania i nieréwnosci typu: |z + 4| = 5, |x — 2| < 3,
IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres podstawowy.
Uczen:

1) przeksztalca rownania i nierownosci w sposob rownowazny;

2) interpretuje rOwnania i nier6wnosci sprzeczne oraz tozsamosciowe;
3) rozwigzuje nierownosci liniowe z jedng niewiadoma;

4) rozwigzuje rownania i nierownosci kwadratowe.

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) rozwigzuje roOwnania i nierbwnosci wymierne nie trudniejsze niz

1 1 2
mé;r—l) + z+1 > (m—l)g(cm—i—l) :

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie



Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwiazuje nierownos¢ podwajna

e ustala zbior rozwigzan nierownosci w sytuacji praktyczne;j

e rozwiazuje prostg nieréwno$¢ kwadratowg

» okresla czes¢ wspolng nierownosci wymiernych

e dobiera argumenty do uzasadniania poprawnos$ci rozwigzania problemu

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e mapa mysli
» ekspert - nauczycielem

Formy pracy:

e pracaw grupach
e pracaw parach
e praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

« komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer
« kartony, mazaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie, pracujac w grupach, tworza mapy mysli, na ktorych zamieszczaja
najwazniejsze dotychczas uzyskane wiadomosci na temat nierownosci podwajnych.
W ten sposob przypominajg sobie informacje, ktore wykorzystaja w czasie zajec.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie pracujg w parach, zapoznajgc si¢ z materiatem z sekciji ,Przeczytaj’
i animacjy. Przy czym kazda para wybiera sobie tylko jeden przyklad, ktory doktadnie
musi przeanalizowac tak, aby stac si¢ ekspertem od jego rozwigzania.

2. Po uptywie wyznaczonego czasu ochotnicy - eksperci (w parach, w ktorych pracowali)
wecielaja sie w role nauczycieli, ktorzy przekazujg zdobytg wiedz¢ innym.



3. Pozostali uczniowie mogg zadawac pytania, zgtasza¢ watpliwosci, a takze na koniec
ocenic¢ zdolnosci ,nauczycielskie” ekspertow.

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec,
poznane wiadomosci, uksztattowane umiejetnosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace par, na podstawie sugestii klasy.

Praca domowa:

W ramach pracy domowej uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne z sekcji ,,Sprawdz

”

si¢”.
Materialy pomocnicze:
Nieré6wnos¢ podwojna
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac¢ na zajeciach poswieconych rozwigzywaniu nier6wnosci
z warto$cig bezwzgledna.


https://epodreczniki.pl/b/nierownosc-podwojna/P1GE5uWpO

