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Czy to nie ciekawe?

Johann Kepler zyl na przetomie XVI i XVII wieku. Byt znakomitym uczonym tamtych czasow,
fascynowat sie astronomig. Wyznawat heliocentryczna teori¢ WszechS$wiata, stworzong
przez Mikotaja Kopernika kilkadziesigt lat weczes$niej, chociaz w tamtych czasach uznawana
ona byla za herezje. Kepler bardzo doktadnie analizowat obserwacje ruchu planet
zgromadzone przez wiele lat przez Tychona Brahego. Na podstawie tych obserwaciji
sformutowat 3 prawa, ktore opisujg zachowania planet w Uktadzie Stonecznym. Teraz
wiemy, ze opisuja rowniez inne uklady planetarne. Czy prawa te sg bardzo skomplikowane?
Oto6z nie! W tym e-materiale nauczysz si¢, jak korzystac¢ z praw Keplera.

Twoje cele

e zapoznasz Si¢ z trzema prawami Keplera,
 zastosujesz prawa Keplera w obliczeniach,
e zrozumiesz znaczenie praw Keplera,

e nauczysz si¢ wyznacza¢ parametry planet pozastonecznych.



Przeczytaj

Warto przeczytac

Kepler, dzi¢ki wieloletnim obserwacjom gromadzonym przez lata przez swojego nauczyciela,
Tychona Brahego, miat ogromng baze danych umozliwiajgca analiz¢ ruchow planet w Uktadzie
Stonecznym. Ponadto Kepler miat doskonate wyksztalcenie matematyczne. Dzigki temu
sformutowat trzy prawa ruchu planet wokot Stonca. Pierwsze z nich opisuje orbity planet wokot
Stonca i brzmi nastepujgco:

| prawo Keplera:

Kazda planeta Ukladu Slonecznego porusza si¢ wokot Slonca po orbicie w ksztalcie elipsy,
w ktorej w jednym z ognisk jest Stonce.

Podstawowg zaleznoscig dla elips jest zwigzek pomiedzy dtugoscig wielkiej potosi elipsy a jej
mimosrodem (ekscentrycznoscig):

e=*%
a

gdzie e to mimosrod, a - wielka po6tos, ¢ - odleglo$¢ pomiedzy ogniskiem a Srodkiem elipsy.
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Stonce

Rys. 1. Rysunek prezentuje wyglad eliptycznej orbity planety i jej podstawowe wielkosci: a - wielka p6to$, b - mata
potos, r, - odlegtos¢ aphelium (najdalszego od Storica punktu elipsy), r, - odlegtosé peryhelium (najblizszego Storicu
punktu elipsy), F1 i F, - ogniska elipsy. Czesto w Uktadzie Stonecznym stosuje sie przyblizenie elipsy okregiem,
poniewaz mimosrod (eliptycznosé) orbit planet jest niewielki.

Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Drugim wynikiem obserwacji Tychona Brahego i matematycznych wyliczen Keplera byto
sformutowanie zasady dotyczacej sposobu poruszania si¢ planet. Dzieki wielu obserwacjom
udokumentowanym przez Tychona Brahego, Kepler mogt ocenic¢ nie tylko ksztalt orbity, ale



zaleznosSci pomiedzy predkosciami planet w réznych punktach elipsy. W ten sposob
sformutowat drugie prawo.
Il prawo Keplera:

W rownych odstepach czasu promien wodzacy planety, poprowadzony od Stonca, zakresla
rowne pola.

Z tak sformutowanego prawa wynika, ze predkos¢ w peryhelium jest najwieksza, a w aphelium
najmniejsza, a zaleznos¢ pomiedzy nimi to:

Nastepnie, gdy Kepler znat juz dokltadng charakterystyke orbit oraz predkosci, mogt porownac
zachowanie sie planet w naszym Ukladzie Stonecznym. W ten sposob powstato trzecie prawo.
Il prawo Keplera:

Stosunek kwadratu okresu obiegu planety wokol Stonca do szescianu wielkiej polosi jej
orbity (czyli Sredniej odleglos$ci od Slonca) jest staly dla wszystkich planet w Ukladzie
Slonecznym.

T2
el constans

Natomiast we wspotczesnej, bardziej ogolnej wersiji, IIl prawo Keplera wyprowadzone z prawa
powszechnego cigzenia przyjmuje postac:

3 M
a’® stm
T2 — G A2

gdzie Mg to masa Stofica, m — masa planety, G - stala grawitacij.

W uogdlnieniu tym mozemy przyjac, ze masa planety jest znikomo mata w poréwnaniu z masg
Stonca, wiec wyrazenie po prawej stronie powyzszej rownosci jest wartoscia statg w danym
uktadzie - to wlasnie zauwazyt Kepler. Gdy analizujemy inny uktad planetarny po prostu
podstawiamy mas¢ gwiazdy centralnej za mase Stonca.

Przeanalizujmy jeden ze znanych uktadow planetarnych. Za przyktad weZzmy niewielki uktad
planetarny o nazwie Kepler-444. Nazwa uktadu pochodzi od kosmicznego teleskopu Kepler,
ktory badat ten uktad planetarny. Jest to bardzo stary uktad planetarny, poniewaz jego wiek
szacuje si¢ na okoto 11,2 miliarda lat (Uktad Stoneczny ma zaledwie 4,6 mld lat). Zawiera on 5
planet skalistych o bardzo ciasnych orbitach, krazacych wokot gwiazdy znajdujace;j sie

w odleglosci okoto 36 pc od Ziemi. Gwiazda ta jest wielkosci mniej wiecej % naszego Stonca, ale
prawie 3 krotnie od niego starsza.

Nazwa Wielka poto§ | Okres orbitalny = MimoS$rod Promien - R [wyrazony
planety - a [au] - T [dni] -e w promieniach Ziemil]
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Wykorzystujac prawa Keplera obliczmy:

1. odleglosc¢ gwiazdy centralnejod srodka orbity planety Kepler-444c, czyli drugiej planety
w tym uktadzie,

2. odlegtosci tej planety od jej gwiazdy centralnej - apocentrum i perycentrum, a dzieki temu
rowniez stosunek najwiekszej do najmniejszej predkosci w jej ruchu orbitalnym,

3. mase gwiazdy centralne;j.

Wszystkie te wielkosci wyznaczymy uzywajac zaleznoSci wynikajgcych z trzech praw Keplera.

Majac dang wielka p6to$ a oraz mimosrod e, z [ prawa Keplera wyznaczamy szukang wartos¢ c,
ktora jest odlegloscia srodka elipsy od ognisk ¢ = ae. Nalezy pamietac, ze 1 au = 149 597 870,7 km.
W zaleznosci od tego w jakich jednostkach chcemy wyrazi¢ szukane odleglo$ci, musimy je
odpowiednio zamieni¢. Mimosrod (ekscentrycznosc) jest wielkoScig bezwymiarowa.

¢ =0,04881au - 0,31 = 0,0151311 au = 0,0151311 - 149597870,7 km = 2263580,34 km.

Majac taka informacje wyznaczymy rowniez odlegtosci charakterystyczne orbity, czyli odlegtos¢
do apocentrum i perycentrum, poniewaz

Ty =a+¢ Tp=a—Cc
Dla planety Kepler-444c dostajemy zatem wartoSci:
rq = 0,04881 au + 0,0151311 au = 0,0639411 au = 9565452 ,41 km
rp = 0,04881 au - 0,0151311 au = 0,0336789 au = 5038291,73 km

Roznica tych wielkosci to prawie 4 miliony kilometrow. Nawet nie znajgc mimosrodu, juz na tej
podstawie mozemy stwierdzi¢, ze jest to ekscentryczna orbita (biorgc pod uwage odlegtos¢ nie
przekraczajgcg 10 milionéw km).

Nastepnie sprawdzmy, jaki jest stosunek predkosci planety na orbicie w apocentrum
i perycentrum. Do tych obliczen niezbedne jest Il prawo Keplera.



Najwieksza predkos¢ planeta osigga w perycentrum, a najwiekszg w apocentrum. Z drugiego

prawa Keplera wiemy, ze Z—Z = };2 . Korzystajgc z tabeli wyliczamy stosunek predkosci
= = ;gg} = 0, 5267. Oznacza to, ze predkos¢ w perycentrum jest ponad dwukrotnie wigksza
D )

niz w apocentrum.

Wykorzystujac uogoélnione 11l prawo Keplera, obliczmy mas¢ gwiazdy centralne;.

Dostajemy zalezno$¢ masy gwiazdy od wielkiej potosi orbity i czasu obiegu: M = %—32 %2, mase

planety przyblizyliémy do zera, stata grawitacji G = 6,6743 - 10~ 11 k;’?; . Przy takich

obliczeniach musimy pamietac o ujednoliceniu jednostek, w ktorych wyrazamy dane.
Najprosciejjest wyrazi¢ okres obiegu planety oraz wielka p6tos w jednostkach SI:
T = 3,6 dnia = 311040 s,

a =0,04178 au = 6 263 662 846,209 m

_ 6263662846,209°  4.3,1415%2 30
M = "o GerasioT — 15025107 ke.

Masy gwiazd centralnych uktadow planetarnych zazwyczaj wyraza si¢ w masach Stonca. Skoro

masa Stonica wynosi 1,989 - 1039 kg, to masa gwiazdy uktadu Kepler-444 wynosi 0,755 mas Stonca.

W ten sposob wyznaczyliSmy zalezno$ci w ukladzie Kepler-444. W pierwszym kroku
otrzymali$my informacje, ze odlegtos¢ gwiazdy od $srodka elipsy wynosi ponad dwa miliony
kilometrow. W drugim kroku policzyliSmy najmniejszg i najwigkszg odleglos¢ drugiej planety
tego uktadu od gwiazdy centralnej. Roznica ta to prawie 4,5 mln kilometrow, przy mimosrodzie e
= 0,31 - jest to bardzo ekscentryczna orbita. To tez potwierdza si¢ w kolejnym obliczeniu,

z ktorego wynika, Ze najwieksza predkosc¢ orbity jest dwukrotnie wieksza od jej najmniejsze;j
predkosci. W trzecim kroku, dzieki znajomosSci parametrow orbit planet i IIl prawu Keplera,
wyznaczyli$my mase gwiazdy centralnej, wynoszaca 1,5 - 1039 kg (dla poréwnania Storice ma 1,99 -
1039 kg).

Prawa Keplera mozna wykorzystywac¢ do wielu obliczen dotyczacych ruchu planet w uktadach
planetarnych, ale takze do ruchu komet oraz ksigzycow lub sztucznych satelitow wokot planet.

Stowniczek
Teoria heliocentryczna

teoria mowigca o tym, ze wszystkie planety kraza po orbitach wokot Stonca. Sformutowana
zostata przez Mikotaja Kopernika w pierwszej potowie XVI wieku. Wczesniej zaktadano, ze
Ziemia jest centrum wszystkiego - byla to teoria geocentryczna.

Parsek (pc)

najwieksza z miar odlegtosci uzywanych w astronomii. Jeden parsek odpowiada odlegltosci do
gwiazdy, ktorej paralaksa wynosi jedna sekunde katowa.

1pc =206 265 au =30 856 775 814 913 673 m



Jednostka astronomiczna (au)

jednostka dtugosci uzywana do opisu uktadow planetarnych. Jedna jednostka astronomiczna
to srednia odlegltos¢ Ziemi od Stonca.



Film samouczek

Zastosowanie praw Keplera w obliczeniach

Polecenie 1

Planeta porusza sie po eliptycznej orbicie o dtugosci (obwodzie) p, wokot centralnej
gwiazdy. Okres obiegi planety jest rowny 7. Wybieramy losowe potozenie planety
w umownej chwili t = 0. Droga przebyta przez planete do czasu t = % T

() jest na pewno mniejsza niz %p;
(O jest na pewno réwna 3 p
() jest na pewno wieksza niz %p

O wszystkie trzy mozliwosci sg mozliwe, zaleznie od wylosowanego potozenia
poczatkowego




Polecenie 2
Dla kazdej z trzech mozliwosci wymienionych w poleceniu 1 wskaz przyktadowy punkt

startowy na elipsie, ktéry realizuje te mozliwos¢. Opisz stownie jego potozenie,
uzywajac specyficznych punktow na elipsie, zaznaczonych na rysunku ponizej (A, B, P,

Q).

Zrédto: Politechnika Warszawska, Wydziat Fizyki, licencja: CC BY 4.0.

Polecenie 3
W filmie samouczku wyprowadzono zwigzek vg w zaleznosci od v i ra oraz wykazano

na jego podstawie, ze vg > vao. Wyprowadz wyrazenia na vg w zaleznosci od vp i rp oraz

wykaz, ze zwigzek ten przewiduje relacje vg < vp.




Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Czy znajac tylko mimosréd i wielkg potos orbity, potrafisz obliczy¢ odlegtosci do peryhelium
i aphelium?

Odpowiedz: tak / nie
Cwiczenie 2 @)

Ktore prawo Keplera pozwoli obliczy¢ mase gwiazdy centralnej w uktadzie planetarnym?

Cwiczenie 3

Kometa Hale-Bopp jest jedna z najdtuzej obserwowanych komet 20 wieku. Jest to jedna

z najjasniejszych znanych komet Uktadu Stonecznego. Wiadomo, ze znajduje sie ona najblizej
Stonca w odlegtosci zaledwie 0,9174 au, a odlegtos¢ najwieksza wynosi 363 au. Oblicz jej
mimosrod z doktadnoscia do czesci tysiecznych.

Odpowiedz:




Cwiczenie 4

Uzupetnij tabele informacjami o planetach gazowych. Wykorzystaj do obliczeh odpowiednie
prawo Keplera. Pamietaj, ze ziemski rok to 365,25 dni, a wielka p6to$ orbity Ziemi to 1 au.
Uzywaj jednostek zgodnych z podanymi w nagtéwkach tabeli. Wyniki zaokraglaj tak, jak
pozostate liczby w tej samej kolumnie.

Nazwa planety Odlegtos¢ od Stonca [au] Okres obiegu [dni]
Jowisz 5,20 ‘
Saturn ‘ ’ 10756
Uran | | 30707
Neptun 30,07 |
Cwiczenie 5

Oblicz, ile czasu trwa obieg Marsa wokot Stonca wiedzac, ze jego odlegtos¢ od Stonca wynosi
1,52 au. Wynik podaj w Ziemskich latach zaokraglony do czesci tysiecznych.

Odpowiedz:

Cwiczenie 6

Fobos, naturalny satelita Marsa, okrgza planete po prawie kotowej orbicie o promieniu
rownym 9,4 - 10 m. Wiedzac, ze okres obiegu tego satelity wokdt Marsa wynosi 7 godzin i 39
minut, wyznacz mase Marsa. W odpowiedzi podaj mnoznik zaokraglony do czesci dziesietnej

i wyktadnik liczby 10. G = 6,6743 - 10 11 m 3/(kg-s ?)

Odpowiedz: My, = ] 10l ke

Cwiczenie 7 @
Wokét Ziemi krazg dwa sztuczne satelity o podobnych orbitach. Pierwszy znajduje sie na
orbicie, ktorej wielka pétos jest krotsza o 1000 km od wielkiej potosi orbity drugiego satelity
as = 10000 km. Okres obiegu drugiego satelity wynosi okoto 112 minut. Oblicz okres obiegu
pierwszego satelity. Wynik podaj w zaokragleniu do petnych minut.

Odpowiedz: minut




Cwiczenie 8 O
Wspotczesne, uogdlnione lll prawo Keplera pozwolito na okreslenie masy czarnej dziury
znajdujacej sie w centrum Drogi Mlecznej. Za jej odkrycie dwoje astronoméw, Reinhard
Genzel i Andrea Ghez, otrzymato w 2020 roku nagrode Nobla. Oblicz mase tej czarnej dziury
M4 Wiedzac, ze jedna z gwiazd obiega srodek Galaktyki w ciggu 15 lat w Sredniej odlegtosci
900 a.u. od centrum. Przyjmij, ze w obliczeniach mase tej gwiazdy mozna zaniedbac

w poréwnaniu z masg czarnej dziury. Do obliczen przyjmij, ze wartos¢ statem grawitacji

9 (au.)?

wynosi G ~ 47 s, gdzie mg, to masa Sonca.
ms(rok)

Masa czarnej dziury My = min ms.




Dla nauczyciela

Imie¢ i nazwisko
autora:

Przedmiot:

Temat zajec:

Grupa docelowa:

Podstawa
programowa:

Ksztaltowane
kompetencje
kluczowe:

Cele operacyjne:

Monika Sitek

fizyka
Kiedy mozemy wykorzysta¢ prawa Keplera?
IIl etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Cele ksztalcenia - wymagania ogdlne

II. Rozwigzywanie probleméw z wykorzystaniem praw i zaleznosci
fizycznych.

IV. Postugiwanie si¢ informacjami pochodzgcymi z analizy
materialow Zrodlowych, w tym tekstow popularnonaukowych.

Zakres rozszerzony

TreS$ci nauczania - wymagania szczegolowe

I. Wymagania przekrojowe. Uczen:

4) przeprowadza obliczenia liczbowe postugujgc sie kalkulatorem;
18) przedstawia wlasnymi stowami gtowne tezy tekstu
popularnonaukowego z dziedziny fizyki lub astronomii;

19) wyodrebnia zjawisko z kontekstu, nazywa je oraz wskazuje
czynniki istotne i nieistotne dla jego przebiegu.

IV. Grawitacja i elementy astronomii. Uczen:

5) interpretuje III prawo Keplera jako konsekwencje prawa
powszechnego cigzenia; stosuje do obliczen IIl prawo Keplera dla
orbit kotowych;

Zalecenia Parlamentu Europejskiego i Rady UE z 2018 r.:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie
nauk przyrodniczych, technologii i inzynierii,

» kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci
uczenia si¢.

Uczen:
1. omawia zalezno$ci pomiedzy prawami Keplera;

2. wykorzystuje w obliczeniach prawa Keplera;
3. analizuje ruch planet pozastonecznych.



Strategie
g fliped-classroom

nauczania:
Metod
Y ) praca wilasna z baza danych
nauczania:
Formy zaje¢: praca w parach
Srodki
urzadzenie multimedialne z dostgpem do Internetu
dydaktyczne:
e-materialy: ,Pierwsze prawo Keplera”, ,Co méwi IIl prawo
Material Keplera?”, ,Jaki jest zwiazek miedzy Il prawem Keplera a prawem
i
omocniZze' powszechnego cigzenia., ,Jaka jest tresc Il prawa Keplera?”, ,,Jaki
P ' jest zwiazek miedzy Il prawem Keplera a zasadg zachowania
momentu pedu”
PRZEBIEG LEKCJI
Faza wprowadzajaca:

Uczen zapoznaje si¢ z calym e-materialem w domu.

Material nalezy wykorzystac¢ na lekcji wraz z zajeciami, na ktorych omawiane sg prawa
Keplera.

Nauczyciel pyta uczniow, czego nie zrozumieli w e-materiale i wyjasnia watpliwosci.
Jesli jest uczen, ktory nie miat probleméw ze zrozumieniem materiatu, to on wyjasnia
kolegom i kolezankom niejasnosci.

Faza realizacyjna:

Nauczyciel pokazuje uczniom baz¢ planet pozastonecznych exoplanet.eu. Kazda para
uczniow dostaje od nauczyciela nazwe uktadu planetarnego do analizy. Na przyktad:
Kepler-33, Kepler-278, Kepler-146, Kepler-538. Dla zdolniejszych uczniow, bardzie;
zainteresowanych tematem, nalezy przygotowac bardziej ztozone uktady czyli
sktadajace sie z wiekszejilosci planet, takie jak Kepler-132 A, Kepler-90. Uczniowie
samodzielnie znajdujg informacje o swoim uktadzie planetarnym i zapisuja dane

w formie tabeli. Na podstawie praw Keplera wyznaczajg parametry orbit planet w tym
ukiadzie - mimosrod, wielka potos, odlegtos¢ ogniska od srodka orbity, perycentrum,
apocentrum, stosunek predkosci w skrajnych punktach elipsy. Uczniowie rysuja
zalezno$¢ a3(T?) dla swojego uktadu planetarnego.

Faza podsumowujaca:

Uczniowie wymieniaja sie¢ swoimi tabelami i sprawdzajg, czy wszystko zostato
poprawnie policzone.

Praca domowa:



W ramach powtorzenia i utrwalenia wiadomosci uczniowie rozwigzujg zadania
z zestawu cwiczen.

Wskazowki

metodyczne

opisujace rézne Multimedium moze by¢ takze wykorzystane podczas lekciji, jako
zastosowania wprowadzenie do tematu lub podsumowanie wiadomosci.
danego

multimedium



