Dodawanie i odejmowanie wektorow

« Wprowadzenie
o Przeczytaj
 Film samouczek
« Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Dodawanie i odejmowanie wektorow

Czy to nie ciekawe?

Wektor to uporzadkowana para punktow, ktorg graficznie przedstawiamy jako strzatke. Czy
mozemy dodac do siebie dwa wektory? Jak to mozliwe, ze dodajemy do siebie pary
punktow lub strzatki? Co oznacza dodawanie wektorow?
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Rys. a. Przyktad wyznaczania sumy oraz réznicy dwéch wektoréw 7 ib

Twoje cele
W tym e-materiale

o dowiesz sig¢, jakie s3 sposoby dodawania wektorow,

» poznasz dwie metody graficzne dodawania wektoréw oraz metode obliczeniowa,

» przeanalizujesz, czym rozni si¢ metoda graficzna od metody obliczeniowej oraz
porownasz efektywnos¢ stosowania tych metod,

» wykorzystasz zdobyta wiedze do samodzielnego rozwigzania zadan.



Przeczytaj

Warto przeczytac

Wektor to uporzadkowana para punktow, ktorg graficznie przedstawia si¢ jako strzatke.
Mamy dwie mozliwosci przedstawienia wektora, a co za tym idzie - co najmniej dwie
metody wyznaczania sumy wektoréw. Mozemy to zrobi¢ w sposob rachunkowy - dziatajac
na wspotrzednych albo graficznie - dziatajgc na strzatkach.

Jesli znane sg wspotrzedne poczatku oraz konca dwoch wektorow, to metoda rachunkowa
jest najprostszg i najszybsza metodg ich dodawania oraz odejmowania. Jest to metoda
mozliwa do zastosowania zawsze.

1. Metoda rachunkowa

Aby dodawac¢ wektory metoda rachunkowg, w pierwszej kolejnosci nalezy podac ich

—
wspotrzedne, np. w jakims$ ukladzie kartezjanskim. Wspotrzedne wektora AB o poczatku
w punkcie A(a,;a,) i koncu w punkcie B(b;; b,) wyznaczamy z korzystajgc ze wzoru

—
AB = [by — az;by — ay).

—
Jako przyktad wezmy wspoirzedne wektora AB, gdzie A(1;4) a B(—5;8), wiec

—
odejmowanie daje wynik|—5 — 1; 8 — 4] czyli AB = [—6;4]. Wspotrzedne wektorow
zapisujemy w nawiasie kwadratowym.

Dodajac wektory dodajemy ich wspotrzedne wzdtuz osi x oraz wspolrzedne wzdtuz osi y
(oraz wzdtuz osi z, jesli mamy przestrzen trojwymiarowa). Jako przyktad dodawania
(zwanego czesto skfadaniem) wektoréw metoda rachunkowg, rozpatrzmy Rys. 1.:
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Rys. 1.

— —
Mamy dwa wektory AB oraz C'D zaczepione w poczatku uktadu wspoétrzednych
A = C = (0,0). Aby dodac je do siebie, wyznaczmy najpierw ich wspotrzedne. Punkt A ma

—
wspotrzedne (0; 0), punkt B ma wspotrzedne (4;0). To znaczy, ze wektor AB ma
wspotrzedne [4;0].

Podobnie, punkt C' ma wspotrzedne (0; 0), punkt D ma wspotrzedne (0; 3). To znaczy, ze

s
wspotrzedne wektora C'D to [0; 3].

Chcemy wyznaczy¢ wektor X Y = AB+ CD.W tym celu dodajemy do siebie wspotrzedne
—

iksowe i - osobno - igrekowe. Wynik dodawania, XY , ma wspotrzedne [4 — 0; 3 — 0]. Jesli

wiec umieScimy jego punkt zaczepienia w poczgtku uktadu wspotrzednych, to jego koniec

bedzie znajdowat sie w punkcie o wspotrzednych (4; 3) (Rys. 2.).
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Rys. 2. Dodawanie wektorow

— —
W ogoélnosci suma wektorow AB i BC nazywamy wektor zaczepiony w punkcie A i koncu

w punkcie C,

AB+ BC = AC.

Jako przypadek szczeg6lny rozpatrzmy dodawanie wektorow rownolegtych albo
antyrownoleglych, tj. majacych wspolny kierunek i zgodne albo przeciwne zwroty. Ilustrujg

to Rys. 3a. oraz 3b.
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Rys. 3a. Sktadanie wektoréw o zgodnym zwrocie lezgcych na prostej



Rys. 3b. Sktadanie wektoréw o zwrotach przeciwnych lezacych na prostej

Poniewaz dodawanie wektorow jest Iaczne, mozemy wszystkie te wektory dodac
jednoczesnie - wynik bedzie taki sam.

Wektory mozemy dodawac i odejmowac rowniez za pomocq metody graficznej. Mamy
dwie takie metody:

2a. Metoda wieloboku

Aby dodac do siebie dwa wektory ﬂ% i ﬁ), rysujemy wektor ﬂ;, a nastepnie poczatek
wektora 077 umieszczamy w punkcie koncowym wektora ﬂ% Nastepnie z punktu
poczatkowego wektora TB wyprowadzany wektor o grocie w punkcie koncowym wektora
ﬁ). Wyznaczony w ten sposob wektor (Rys. 4.), nazwijmy go ﬂ?, jest sumg wektorow ﬂé i
N

CD.

Obok sprawdzamy, ze dodanie tych samych wektoréw w przeciwnym porzadku daje ten
sam wektor. Dla czytelnosci pominieto oznaczenia punktow.

B=C D
D
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Rys. 4. AD = AB + CD, je$li zapewnimy, ze B = C

W przypadku réwnolegtych wektoréw powstajacy wielobok jest zdegenerowany do linii
prostej, jak na Rys. 3a.

— — —
Aby od wektora IJ odjg¢ wektor K L, postepujemy nastepujaco: wykreslamy wektor 1.J,
— — —
a nastepnie z poczatku wektora I.J wykreslamy wektor K L. Z konca wektora K L

._>
wykreslamy wektor w kierunku konca wektora IJ, jak na Rys. 5.

S S S
Rys.5.1J — KL =1J + LK

2b. Metoda réwnolegtoboku

H . H . H .
Aby dodac¢ do siebie dwa wektory AB i CD, rysujemy wg Rys. 6. wektor AB, a nastepnie

— —
poczatek wektora C'D umieszczamy w tym samym punkcie, co poczatek wektora AB.
Rysujemy proste: rownolega do pierwszego wektora, przechodzgca przez koniec drugiego
i drugg, rownolegla do drugiego wektora i przechodzacg przez koniec pierwszego. Na

— —
koniec z punktu poczatkowego wektorow AB i C'D wykreslamy wektor, ktérego grot
znajduje si¢ w punkcie przecigcia narysowanych prostych. Wyznaczony w ten sposob

— —
wektor jest sumg wektoréw ABi CD.
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Widac¢ zwiazek tej metody z poprzednio omowiong metoda wieloboku - wystarczy

— —
przesunac¢ wektor C'D rownolegle wzdtuz AB, az punkt C' ,dotrze” do B - odtwarzamy
wtedy trojkat, ktorego uzyliSmy w konstrukcji na Rys. 4.

Uwaga: Dodawanie wektorow, podobnie jak dla liczb, jest dzialaniem przemiennym
i tacznym.

Stowniczek
uktad wspotrzednych

(ang.: coordinate frame) - uklad nieréwnoleglych do siebie osi, wyznaczajacych
niezalezne kierunki. Dla utatwienia bedziemy sie postugiwa¢ dwuwymiarowym
kartezjanskim uktadem wspolrzednych tzn. uktadem sktadajagcym si¢ z dwoch
prostopadlych osi ze wspoélng jednostka dlugosci. (Uwaga: jedna os takze tworzy uktad
wspolrzednych - z punktu widzenia rachunku na wektorach niezbyt skomplikowany -
w takiej sytuacji mozna utozsamia¢ wektory z liczbami: ich kierunkiem jest kierunek osi,

wartoscig - warto$¢ bezwzgledna liczby, zwrotem - jej znak.)



Film samouczek

Dodawanie wektorow

W tym samouczku omowimy na graficzna metode dodawania wektorow. Mamy dwie takie
metody: wieloboku i rownolegtoboku.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DQQVHAAGM

Wystuchaj alternatywnej Sciezki lektorskie;j.

Polecenie 1

Znajdz metodg wieloboku sume i réznice wektorow
a=1[-3;5], b=1[1,—4].

Oblicz ich dtugosci i poréwnaj z dtugosciami wyjsciowych wektoréw.

Polecenie 2

Inng wazng wtasnoscig sumy i réznicy wektordw jest tzw. tozsamosc rownolegtoboku.
Sprawdz, ze dla wektoréw z Polecenia 1. prawdg jest, ze

@ —B° + |@ + B* = 2|a|> + 2/8)* .



https://zpe.gov.pl/a/DQQVHAAGM

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @
Cwiczenie 1 @)

— —
Dane sg wektory AB = {0; 2] orazCD = {3; 0] . Wyznacz wspotrzedne punktu F, jesli

EF = AB+ CD, a punkt E ma wspétrzedne (0, 0).

Odpowiedz: (‘




Cwiczenie 2 @)

—
Na rysunku widzisz wektor AB, przy czym A = (0;0), B = (8;4). Jest on suma wektorow

— —
CD oraz EF. Ktéry z ponizszych podpunktéw poprawnie opisuje wspotrzedne mozliwych
wektorow sktadowych?

N
V|- — —- - - - - —— = = —= = =

C =1[0;0], D = [8;0], E = [0;4], F" = [0;0]

C =1[0;0], D =[8;0], E = [0;0], F' = [0;4]

C =[8;0], D =[0;0], E = [0;0], F' = [0;4]

o O O O

C =1[0;0], D = [8;0], E = [0;0], F = [4;0]



Cwiczenie 3 @

Ktéra z metod dodawania wektoréw pozwala dodaé¢ wektory rownolegte do siebie?

[ ] Metoda wieloboku
(] Metoda réwnolegtoboku

(] Metoda rachunkowa

Cwiczenie 4

— — —
Dane sg wektory AB = {4; O] orazCD = {3; O] . Jaka dtugo$¢ ma wektor E'F, jesli wiemy,

e EF = AB — CD?

Odpowiedz: Wektor ten ma d’rugoéé‘ ’

Cwiczenie 5
Wskaz zdania prawdziwe:

(] Metoda rachunkowa nie mozna dodawac¢ wektoréw réwnolegtych do siebie.

Wynik dodawania wektoréw otrzymany metoda obliczeniowg jest zazwyczaj
przyblizony.

Jesli dodajemy wiecej niz dwa wektory, lepszag metoda graficzng jest metoda
wieloboku.

D Wszystkie metody, zarowno graficzne jak i obliczeniowa, jesli sg wykonane
poprawnie, powinny prowadzi¢ do tego samego wyniku.



Cwiczenie 6 @
Ktore ze zdan sg prawdziwe?
(] Dodawanie wektoréw jest taczne.

[ ] Dodawanie wektorow jest przemienne.

(] Odejmowanie wektoréw jest przemienne.

— —
Jesli od wektora A B odejmiemy wektor C' D, to otrzymamy taki sam wynik, jak przy

—
dodaniu wektora DC.



Cwiczenie 7

— —
Na rysunku widzisz dwa wektory, AB oraz CD. Ktéry z ponizszych wektorow jest ich suma?

y A
7
6
i D
4
3
C
2
1 e
A B
O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ):(
—
O KL -=[12:3]
—
O EF-=1[510]
—
O GH-=[64]

O 1J- [8:5]



Cwiczenie 8 @
— —
Mamy dane dwa wektory AB = [6; 0], CD = [4; 4]. Ktory z ponizszych wektoréw jest

— —
wynikiem odejmowania AB — CD?

O [2-4]
O [-42]
O [2:4]

O [10:4]



Dla nauczyciela

Imie¢ i nazwisko autora:
Przedmiot:

Temat zajec:

Grupa docelowa:

Podstawa programowa:

Ksztaltowane kompetencje
kluczowe:

Martyna Jakubowska
Fizyka
Dodawanie wektorow

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres
podstawowy/rozszerzony

Cele ksztalcenia - wymagania ogo6lne

I. Wykorzystanie pojec¢ i wielkosci fizycznych do opisu
zjawisk oraz wskazywanie ich przykladow

w otaczajgcej rzeczywistosci.

Zakres podstawowy

TreS$ci nauczania - wymagania szczegolowe

I. Wymagania przekrojowe. Uczen:

5) rozroznia wielkosSci wektorowe i skalarne.

Zakres rozszerzony

TreS$ci nauczania - wymagania szczegolowe

[. Wymagania przekrojowe. Uczen:

5) rozroznia wielkosci wektorowe i skalarne, wykonuje
graficznie dzialania na wektorach (dodawanie,
odejmowanie, rozktadanie na sktadowe).

Zalecenia Parlamentu Europejskiego i Rady UE z 2018
L.

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia
informacii,

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje
w zakresie nauk przyrodniczych, technologii
i inzynierii,

« kompetencje cyfrowe,

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie
umiejetnosci uczenia sie.



Uczen

1. wymienia sposoby dodawania wektorow.

2. opisuje dwie metody graficzne dodawania
wektorow oraz metode obliczeniow3.

3. analizuje, czym rozni sie metoda graficzna od

Cele operacyjne: metody obliczeniowe;j.

4. wymienia argumenty przemawiajgce za
stosowaniem poszczegolnych metod.

5. uzasadnia, kiedy i dlaczego poszczegolne metody
nie mogg by¢ stosowane.

6. stosuje zdobyta wiedze teoretyczng dodajac
wektory kazdg z poznanych metod.

Strategie i metody - blended-learning
nauczania: - nauczanie hybrydowe

- film samouczek,

. e
ormy zajeé - praca w grupach.

- komputer z rzutnikiem,

. — kartka w kratk
Srodki dydaktyczne: _alj_ 4 WKratke,
- linijka,
- dtugopis.
- przygotowane pary wektorow dla potrzeb
Materialy pomocnicze: przyktadow rachunkowych wykonywanych przez
uczniow w czasie lekciji.
PRZEBIEG LEKCJI
Faza wprowadzajaca:

Nauczyciel rozpoznaje wiedze uczniow poprzez zadanie pytan: co to sg wektory? Czy
uczniowie wiedzg, ze wektor mozemy przedstawic graficznie oraz za pomocg
wspotrzednych? Czy wiedzg, jakie wlasciwosci majg wektory?

Przeczytanie i omoOwienie wstepu.

Faza realizacyjna:



Uczniowie samodzielnie czytajg tekst, a nastepnie wspolnie ogladajg film samouczek.
Nauczyciel sprawdza, czy uczniowie majg jakie$ pytania zwigzane z tekstem lub filmem.
Uczniowie wspolnie zastanawiajg sie nad pytaniami, ktore si¢ pojawity. Nauczyciel
naprowadza uczniéw na wiasciwe odpowiedzi. Jesli zajdzie taka potrzeba, uczniowie
wracaja do wybranego fragmentu tekstu lub filmu.

Uczniowie dzielg si¢ na trzy grupy i analizujg metody dodawania wektoréw. Nauczyciel
podaje wspolrzedne dwoch wektorow, a kazda z grup dodaje te dwa wektory inng
metodq. Uczniowie porownujg wyniki uzyskane przez rozne grupy. Uczniowie,
wykorzystujac zdobytg wiedze, rozwiazujg problemy z zestawu zadan.

Faza podsumowujaca:

Uczniowie w grupach omawiajg rozwigzania zadan, wspolnie zastanawiajgc si¢ nad
zadaniami, ktore sprawity im trudnos¢. Kazda z grup omawia dwa zadania ,,na forum
klasy”. Nauczyciel sprawdza, ktére zadania sprawity uczniom klopot i dlaczego. Poprzez
analize wypowiedzi uczniow nauczyciel okresla, w jakim stopniu osiggniete zostaty
wyznaczone cele.

Praca domowa:

Nauczyciel wczesniej przygotowuje pule zadan podobnych do obecnych zadan,
0 zroznicowanym stopniu trudnosci.

Wskazowki metodyczne , , , ,
.. , . Film-samouczek moze by¢ wykorzystany przed lekcjg
opisujace rozne , , .. , ) ,
] jako wprowadzenie do niejlub w czasie lekciji tak, jak
zastosowania danego ,
A ) pokazano w konspekcie.
multimedium:.



