Jak wyznaczyC najmniejsza/najwieksza objetosc
bryty?

« Wprowadzenie
o Przeczytaj

« Animacja 3D

« Sprawdz sie

« Dla nauczyciela



Zrédto: Susan Holt Simpson, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

W tejlekcji nauczysz si¢ opisywac, uwzgledniajgc narzucone warunki, objetosSc bryly za
pomocy funkcji jednej zmiennej. Analiza tej funkcji pozwoli nam ustali¢ wymiary bryty
o najwiekszej/najmniejszej objetosci oraz umozliwi obliczenie tej objetosci.

Twoje cele

o Wyznaczysz funkcje w zaleznos$ci od sytuacji z zadania.

e Wyznaczysz pochodng funkcii.

e Wyznaczysz dziedzine funkcij.

o Wyznaczysz ekstremum lokalne funkcii.

» Na podstawie wyznaczonego ekstremum lokalnego funkcji wskazesz

maksimum/minimum.



Przeczytaj

Zadania optymalizacyjne z jednej strony wymagaja za kazdym razem indywidualnego
podejscia, z drugiej majg pewien powtarzajgcy sie schemat postepowania.

1. Uzaleznienie wszystkich potrzebnych wymiaréw od jednej zmiennej

2. Wyznaczenie funkcji opisujgcejbadang wielko$¢ (w tym materiale objetoS¢ bryty)
3. Wyznaczenie dziedziny otrzymanej funkciji

4. Obliczenie pochodnej otrzymanej funkcji

5. Wyznaczenie miejsc zerowych pochodnej

6. Uzasadnienie maksimum/minimum funkciji

7. Obliczenie najwiekszej/najmniejszej wartosci funkcji

Przyktad 1
W stozek o promieniu podstawy R i wysoko$ci H wpisano drugi stozek w taki sposob, ze

jego wierzchotek znajduje si¢ w srodku podstawy danego stozka (zobacz rysunek).
Wyznaczymy najwiekszg mozliwg objetos¢ wpisanego stozka.

A
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Rozwigzanie

Oznaczmy:




|AB| = R - promien duzego stozka,
|AC| = H - wysokos¢ duzego stozka,
|SO| = r - promien wpisanego stozka,
|AS| = h - wysoko$¢ wpisanego stozka.

Z powyzszych oznaczen mozemy zauwazyc, ze jesli |AS| = h oraz |AC| = H, to
|SC| = H — h. Trojkaty ABC oraz SOC sa podobne (cecha KKK). Z podobienstwa

l[AC| _ [SC| . H __
tjf—

H-h
AB| — 5o Y :

r

Wyliczajac r z powyzszego rownania otrzymujemy:

r= —R(}}[{_h) :

Zapiszmy wzOr na objetosS¢ wpisanego stozka

V = mr?h.

Podstawiajac wyliczong wcze$niej wielkoS¢ r = @ do wzoru opisujgcego objetos¢
stozka otrzymujemy funkcje zmiennej h:

V(h) = Ln A g

Dtugosci bokéw musza by¢ dodatnie, wiec dziedzing jest
D:he(0,H).

Wyznaczmy pochodng stosujagc wzor na pochodng iloczynu dwoch funkciji


javascript:void(0);

V'(h) = 33—};7{—2(}1 — R)h+ (H — h)2].

Uproscimy

V'(h) = > n[3h? — 4RH + H?].

Aby wyznaczy¢ miejsce zerowe pochodnejwystarczy znalez¢ miejsca zerowe funkcii
kwadratowej, ktora wystepuje w nawiasie.

W tym przypadkua = 3, b = —4H, ¢ = H? wiec A = (—4H)” —4-3H? = 4H?i
VA =2H.

Wyliczajac otrzymujemy hy = %H oraz ho = H. Drugie miejsce zerowe nie nalezy do
dziedziny.

Naszkicujemy wykres pochodne;.
VI( h) /

+ ; +

Sx
>y

Aby wyznaczy¢ ekstremum stworzymy tabele, przedzialy w tabeli sg zalezne od dziedziny
oraz punktow, dla ktorych pochodna si¢ zeruje.

h (0,5 H) TH (+H,H)
V'(h) + 0 —
V(h) a MAX N

Funkcja osigga najwieksza warto$¢ dla h = + H. Zatem objetoé¢ stozka wpisanego jest
mozliwie najwigksza, gdy promien wynosi r = %R. Wyznaczymy najwiekszg objetos¢
V = 4-mR*H.

Przyktad 2



Pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego szeSciokgtnego wynosi P.
Wyznaczymy krawedz podstawy wiedzgc, ze jego objetos¢ jest najwieksza z mozliwych.

Rozwigzanie

Oznaczmy:
a - krawedz podstawy graniastostupa,
H - wysokos¢ graniastostupa.

W podstawie znajduje si¢ szeSciokat. Mozemy go podzieli¢ na 6 trojkatow

rownobocznych. Pole jednego trojkata rownobocznego wynosi ‘/ . Zatem P, = 3“22*/3.

Pole powierzchni catkowitej mozemy zapisa¢ P, = 2P, + B,. Podstaw1a]agc

P. = 3a®v/3 + 6aH.

Mamy zatem
H— P—%aZ\/E'
a
Dtugosci krawedzi muszg by¢ dodatnie zatem Pi’j—a‘/_ > 0. Mlanownlk jest wiekszy od
zera dlatego wystarczy by licznik tez byt dodatni zatem a? < 3 \/_ Stad a < */_

Dziedzing jest zbior

D: aE(O f’)

Wyznaczymy wzor na objetos¢ graniastostupa
V=PH.

Podstawiajac otrzymujemy



V(e) = #5523 _ o (p_3023).
Wyznaczymy pochodna stosujac wzor na pochodng iloczynu dwoch funkcii

Vi(a) = %2 (P-3a2V3) + 2 (~6av3) = £ — 2,

Miejscem zerowej pochodnejjest a = @ (drugie rozwigzanie jest ujemne wiec
37

pomijamy, ponieaz nie nalezy do dziedziny). Wyznaczone miejsce zerowe nalezy do
dziedziny.

Naszkicujemy wykres funkciji.

4 7
Via) ,
/
/
/
4+
/
/. -
I/ P a
S 5 S
/I 32
/
Nastepnie wyznaczymy tabelke.
. (0,7) z (2, 7)
37T 31 34 37
V'(a) + 0 —
V(a) S MAX N
Funkcja V' osigga najwieksza wartos¢ dlaa = 3—\?, zatem objetoS¢ graniastostupa jest
4

mozliwie najwieksza, gdy dtugos¢ krawedzi podstawy wynosi a = VP

3

o

Przyktad 3

Dany jest trapez rownoramienny taki, ze mozna w niego wpisa¢ okrag oraz suma miar
podstaw wynosi 20 cm. Dokonano obrotu trapezu wokot dluzszej podstawy. Wiedzac, ze
objetos¢ otrzymanej bryly jest najwieksza z mozliwych wyznacz tg objetosc.

Rozwigzanie


javascript:void(0);

Oznaczmy:

a - krotsza podstawa trapezu,
b - dluzsza podstawa trapezu,
c - rami¢ trapezu.

a+b

Z twierdzenia o czworokacie opisanym na okregu otrzymujemy ¢ = <=,

Naszkicujemy figure po obrocie.

Z rysunku mozemy zauwazyc, ze po obrocie otrzymaliSmy dwa identyczne stozki oraz
walec. Wyznaczymy wspolny promien podstawy tych bryt z twierdzenia Pitagorasa

atb )2 a2
(52)" = (52)" 7

Kontunuujac obliczenia

. a2+2ab+b? b2—2ab+a?
T = 1 — 1 .

Otrzymujemy r = V ab. Z tresci zadania wiemy, ze a + b = 20 cm. Wyznaczajac b
w zalezno$ci od a otrzymujemy b = 20 — a. Stad otrzymujemy dziedzine:

D :a € (0,20).

Zapiszmy wzory na objetosci opierajgc si¢ rysunkiem:

2

V., = mra - objetos¢ walca,

V, = +mr?(25%) - objetoé¢ stozka.

Zauwazmy, ze r = 1/ a(20 — a), wiec 2 = a(20 — a).


javascript:void(0);

Ponadto bg“ = 20*2“*‘1 =10—a

Objetos¢ otrzymanej bryty wynosi V' = 2V; + V,,, podstawiajac wyznaczone wielkosci do
wzoréw otrzymujemy:

V(a) = 27a(20 — a)(10 — a) + 7a(20 — a)a.

Tym samym uzyskaliSmy funkcje zmiennej a opisujgca objetos¢ otrzymanej bryty
w zaleznosci od krotszej podstawy trapezu.

Kontynuujgc
V(a) = m(—3a®+ 8%a).
Wyznaczymy pochodna

4
V'(a) = n(—a® + 3%).

Miejscem zerowym pochodnejjest a; = —%ﬁ oraz as = %\/g. Pierwsze miejsce

zerowe nie nalezy do dziedziny, natomiast drugie nalezy.

Naszkicujemy wykres pochodne;j.

V/(a/> / Ve
/
/
/
o+
/
{. B
/203 20v/3 a
_ =\ —
;3 3
/
Stworzymy tabele.
a (0,27 LA (252, 20)
V'(a) + 0 _

V(a) a MAX N



Zatem objetos¢ naszej bryty jest mozliwie najwieksza, gdy krotsza podstawa trapezu ma

dtugosc a = %‘/5 . Wyznaczymy objetos¢

20V3 ) _ 1 (20v3)% |, 400 20v3 ) _ 16000v3
V(T) = ”<_§(T) +53 T) ==
Przyktad 4

Stozek zostat opisany na kuli o promieniu 5 cm. Wiedzac, Ze objetos$¢ stozka jest
najmniejsza z mozliwych wyznaczymy tg objetosc.

Rozwigzanie

Naszkicujmy przekroéj osiowy.

Z tresci zadania wynika, ze R = 5 cm. Mozemy zaobserowac, ze trojkaty ABC oraz OSC
sa podobne (cecha KKK). Z podobienstwa mamy

z _ 1

+ = ©,wiecrz = RI

7 twierdzenia Pitagorasal = +/(z + 5)2 + r2. Podstawiajac rz = RI do wczeéniej
wyprowadzonego wzoru otrzymujemy, ze

re = R\/(x —|—5)2 + 72,

Podnoszac obustronnie do kwadratu oraz wyznaczajgc 72 otrzymujemy




Wyznaczmy dziedzineg
D:z e (5,00).

Wyznaczymy wzor na objetos¢ stozka V' = %wrz(:c + 5). Po podstawieniu za r wcze$niej
wyznaczonego wyrazenia otrzymujemy funkcje zmiennej x opisujaca objetos¢
otrzymanego stozka.

V(z) = a2 (2 4 5).
Po przeksztatceniach otrzymujemy

V(z) = 2= 2

Wyznaczymy pochodna

V/(:I;) — 2om 2(z+5)(z—5)—(z+5)*

25m 22—10x—75
3 (z—5)* 3

(z—5)°

Aby wyznaczy¢ miejsce zerowe pochodnej, wystarczy licznik przyrownac do zera.
Otrzymujemy x; = —5 oraz x5 = 15. Pierwsze miejsce zerowe nie nalezy do dziedziny.

Naszkicujemy wykres pochodne;j.

\
Vi(@)\
\
\
\
+ T
\
:\ -
—by\ 15 X
\ J—
\
N
Stworzymy tabele.
x (5,15) 15 (15, 00)
V'(z) — 0 +

V(z) \ MIN Va



Zatem rozwazany stozek osigga najmniejszg objetos¢ dla x = 15. Wyznaczymy najmniejsza
objetos¢ V = 190

Stownik

pochodna iloczynu dwoch funkcji

jesli obie funkcje f(z), g(x) sa rozniczkowalne, to pochodna iloczynu tych funkcji
obliczamy wedtug wzoru:

(f()g9(x)) = f'(x)g(2) + f(z)d (x)
twierdzenie: O czworokacie opisanym na okregu

czworokat wypukly mozna opisa¢ na okregu wtedy i tylko wtedy, gdy sumy dlugosci
przeciwleglych bokow s3 sobie rowne




Animacja 3D

Polecenie 1

Zapoznaj sie uwaznie z ponizsza animacja 3D, a nastepnie wykonaj polecenie.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DIEkKYP3QX

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacy objetosci bryly.

Polecenie 2

Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny, w ktorym suma dtugosci krawedzi wynosi
24. Wyznacz objetosc¢ graniastostupa wiedzac, Ze jest ona najwieksza z mozliwych. Zaznacz
prawidtowg odpowiedz.

o o O O
<
[



https://zpe.gov.pl/a/D1EkYP3QX

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Dany jest walec o polu powierzchni catkowitej rownej 127. Wskaz prawidtowg odpowiedz,
wiedzac, ze objetosc jest najwieksza z mozliwych.

O Vv=2v2r
O V=12V2r
O V= 4v/2m

O V=6V2r

Cwiczenie 2 3

Wysokos¢ Sciany bocznej ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest rowna 10 cm.
Wiedzac, Ze objetosc¢ jest najwieksza z mozliwych wyznacz krawedz podstawy a, wysokos¢ H
oraz objetos¢ V.

a= icm
H = cm
V= cm

,,,,,,,,,,,,,,

8000+/3 516
27 3

10v/6
3

1043 ’
3

1000+/3 20/6
3 3




Cwiczenie 3

Dtuzsza przekatna graniastostupa prawidtowego szesciokatnego wynosi 10 cm. Wiedzac, ze
objetos¢ jest najwieksza z mozliwych wyznacz dtugos¢ krawedzi podstawy. Zaznacz
prawidtowa odpowiedz.

o O O O
>



Cwiczenie 4

Dany jest tréjkat rownoramienny o obwodzie 40. Dokonano obrotu tego trojkata wokot
podstawy. Wskaz poprawny wykres pochodnej wiedzac, ze objetos¢ otrzymanej bryty jest
najwieksza z mozliwych. Oznaczmy wysokos$¢ trojkata opuszczona na podstawe jako r .
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Cwiczenie 5

Dany jest prostokatny karton o dtugosci 160 cm i szerokosci 100 cm. W czterech rogach
wycieto kwadratowe naroza. Nastepnie zagieto wzdtuz przerywanych linii, tworzac
prostopadtoscienne pudetko bez przykrywki.

100 ecm

160 cm

Wiedzac, ze objetos¢ pudetka jest maksymalna, zaznacz prawidtowe odpowiedzi. Przyjmij x -
dtugos¢ boku kwadratowych narozy.

Pytanie Odpowiedz 1 Odpowiedz 2
Dziedzina z € (0,50) O z € (0,80) O
V(z) (160 — 2)(100 — z)z () | (160 — 22)(100 — 2z)z ()
V() 1222 — 720z + 16000 () | 12z2 — 1040z + 16000 ()
Wymiary 120 cm x 60 cm x 20 cm ()40 cm x 80 cm x 10 cm
Cwiczenie 6

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym jedna z krawedzi bocznych jest prostopadta do
ptaszczyzny podstawy. Suma dtugosci tej krawedzi bocznej i najdtuzszej krawedzi bocznej
wynosi 20. Wiedzac, Ze objetos$¢ jest najwieksza z mozliwych wyznacz krawedz podstawy oraz
wysokos$¢ tego ostrostupa.



Cwiczenie 7 @

Pole powierzchni catkowitej stozka wynosi 207r. Wyznacz promien stozka wiedzac, ze jego
objetos¢ jest najwieksza z mozliwych.

Cwiczenie 8 @

Dany jest stozek o danej tworzacej . Wiedzac, ze objetosc jest najwieksza z mozliwych
zaznacz prawidtowg odpowiedz.

O r-
S
O r=4%
O r-



Dla nauczyciela

Autor: Alicja Dembczak-Kotodziejczyk

Przedmiot: Matematyka

Temat: Jak wyznaczy¢ najmniejszg/najwieksza objetos¢ bryly?
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy. Zakres podstawowy.
Uczen rozwigzuje zadania optymalizacyjne w sytuacjach dajacych sie opisa¢ funkcja
kwadratowa.

XIII. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

4) oblicza pochodng funkcji potegowej o wyktadniku rzeczywistym oraz oblicza pochodng,
korzystajac z twierdzen o pochodnej sumy, roznicy, iloczyny, ilorazu o funkciji ztozone;j;

5) stosuje pochodng do badania monotonicznosci funkci;

6) rozwigzuje zadania optymalizacyjne za pomocg pochodne;j.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» podaje opis matematyczny danej sytuaciji w postaci funkcji

» wyznacza dziedzine otrzymanej funkcji

e wyznacza pochodng funkcji

« wyznacza ekstremum lokalne funkcji

» wskazuje w wyznaczonym ekstremum czy funkcja osigga warto$¢ najwigkszg lub
najmniejszg

e wycigga wnioski na podstawie zrealizowanych przyktadow



Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja
e burza mozgow

Formy pracy:

praca indywidualna

praca w parach
praca w grupach
praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

o komputery z glosnikami, z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen
miat do dyspozycji komputer

 tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

» arkusze papieru, pisaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

» Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢ oraz wspolnie z uczniami ustala kryteria sukcesu.
Faza realizacyjna:

1. Uczniowie wraz z nauczycielem analizujg i omawiajg rozwigzane przyktady z sekciji
LPrzeczytaj’

2. Nauczyciel wySwietla zawarto$c¢ sekcji ,Animacja 3D”, czyta tres¢ polecenianr1 -
»2apoznaj sie uwaznie z ponizszg animacjg 3D, a nastepnie wykonaj polecenie”. Po
zapoznaniu si¢ uczniow z materialem omawia ewentualne problemy zwigzane z jego
niezrozumieniem. Uczniowie w parach rozwigzuja polecenie nr 2 w sekcji ,Animacja
3D". Wybrana para prezentuje swoje rozwigzanie. Nauczyciel, w razie potrzeby,
uzupelnia informacje.

3. Nastepnie uczniowie wykonujg w grupach zadania z ¢wiczen interaktywnych.

4. Wybrana grupa prezentuje swoje rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby uzupeinia
informacje.

Faza podsumowujaca:



1. Liderzy grup dzielg si¢ informacjami na temat pracy swojej grupy, prezentuja pomysty,
przedstawiaja watpliwosci.

2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace grup.

Praca domowa:

Uczniowie wykonuja w domu tylko wybrane ¢wiczenia albo te, ktorych uczniowie nie
zdazyli zrobic¢ z sekcji ,Sprawdz sie”

Materialy pomocnicze:
e Pochodna i monotonicznos¢ funkciji
Wskazowki metodyczne:

Animacje 3D mozna wykorzystac jako wstep do zajec¢, utrwalajgc w ten sposob schemat
rozwigzania zadan optymalizacyjnych.


https://epodreczniki.pl/ksztalcenie-ogolne/szkola-ponadpodstawowa/matematyka?cc=4307

