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Algorytm Euklidesa - zadania maturalne

Zrodto: Alex Lehner, domena publiczna.

Znamy juz Algorytm Euklidesa w dwoch wariantach. Stosujemy go jako metode wyznaczania
najwiekszego wspolnego dzielnika dwoch liczb. Wykorzystujemy go chociazby podczas
skracania utamkow.

W tym e-materiale zapoznamy si¢ z przyktadowym zadaniem maturalnym dotyczacym tego
zagadnienia.

Implementacje algorytmu Euklidesa w poszczegdlnych jezykach programowania
przedstawiamy w e-materiatach:

» Algorytm Euklidesa w jezyku C++,

o Algorytm Euklidesa w jezyku Java,

e Algorytm Euklidesa w jezyku Python.
Twoje cele

e Przeanalizujesz zastosowanie algorytmu Euklidesa podczas wyliczania wspolnego
mianownika dwoch utamkow.

o Przesledzisz konstrukcje zadan maturalnych, wykorzystujacych ten algorytm.

e Zastosujesz w praktyce wiadomosci dotyczgcych algorytmu Euklidesa.
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Przeczytaj

Algorytm Euklidesa pozwala na szybkie znalezienie Najwigkszego Wspolnego Dzielnika
(NWD) dwoch liczb naturalnych dodatnich. Znajgc jego wartos¢, bedziemy rowniez
w stanie wyznaczy¢ Najmniejsza Wspolng Wielokrotnos¢ (NWW) tych liczb.

Zalezno$c¢ ta jest szczegolnie istotna przy znajdowaniu wspolnego mianownika dla dwoch
ulamkow. Informacja o NWW ich mianownikow pozwoli nam okresli¢, przez jaka liczbe
musimy pomnozy¢ ich liczniki i mianowniki, aby sprowadzic¢ je do wspolnego
mianownika. Dzieki temu, w kolejnym kroku, bedziemy mogli wykona¢ na nich operacje
dodawania lub odejmowania.

Zadanie typu maturalnego

Rozwigzemy teraz jedno z zadan typu maturalnego.
Zadanie to zostato stworzone przez CKE i pochodzi ze zbioru zadan maturalnych
z informatyki (zadanie nr 18.1), dostepnego na oficjalnej stronie internetowej CKE.

Dane:
liczby catkowite dodatnie a i b.
Wynik:
Najwiekszy wspélny dzielnik liczb a i b.

funkcja NwD(a, b)
dopoki b !'= 0 wykonuj

r = amod»b
a=m>n
b =r

zwro¢ a i zakoncz

Przeanalizuj dziatanie funkcji NWD () i dla wskazanych argumentéw podajliczbe operacii
modulo.

a b liczba operacji mod w wierszu 8
25 15
116 324
762 282
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Naszym celem jest analiza dziatania funkcji NWD () i podanie liczby wykonan operacji
modulo dla argumentoéw podanych w tabeli.

Dla pierwszej pary zmiennych a i b, czyli NWD (25, 15), pierwsze przejscie petli w funkcii
wyglada nastepujaco:

funkcja NwD(25, 15)
dopéki b !'= 0 wykonuj

r = 25 mod 15 // czyli 10
a = 15
b = 10

zwro¢ a i zakoncz

Po jednym wykonaniu petli dopoki liczba wykonan operaciji modulo wynosi 1. Z kodu
funkcji mozemy wywnioskowac, ze liczba wykonan operacji modulo bedzie rowna liczbie
wykonan petli dla podanejparyliczb aib.

Kontynuujmy analiz¢ dziatania funkciji dla pierwszego przyktadu. Po zakonczeniu
ostatniego przejScia petli, nasze zmienne majg wartosci:

e a = 15
e b =10,
e liczba wykonan operacji modulo = 1.

Zmienna b jest w dalszym ciggu rozna od 0. Petla zostanie wykonana jeszcze raz, realizujac

nastepujgcg operacje:
r = 15 mod 10 // czyli 5
a = 10
b =5

Po tym wykonaniu petli, nasze zmienne przyjmujg wartosci:

e a = 10,
ob=5,
e liczba wykonan operacji modulo = 2.

Zmienna b jest w dalszym ciggu rézna od zera. Wykonamy wigc jeszcze jedno przejScie petli
dopoki, z nastepujgcymi operacjami:



r = 10 mod 5 // czyli 0
a=>5
b =0

W tym momencie, wartoSci naszych zmiennych prezentuja si¢ tak:

e a = 5
e b =20,
e liczba wykonan operacji modulo = 3.

Widzimy wiec, ze bylo to ostatnie wykonanie petli dopdki, poniewaz jej warunek nie jest
juz spetniany - b osiggneto wartosc 0.

Konczymy petle, a tym samym dziatanie funkcji poprzez zwrocenie wartosci argumentu a -
czyli 5. Jest to NWD dwoch liczb.

Nie zapominajmy jednak, ze zgodnie z tresScig zadania, mamy podac, ile razy zostata
wykonana operacja modulo.

Jak juz zauwazyliSmy, w kazdym przejSciu petli dopoki wystapi jedna taka operacja.

W przypadku liczb 25 i 15 petla ta wykonala si¢ trzy razy. Tak wiec w pierwszym wierszu
kolumny liczba operacji mod wpisalibysmy odpowiednio warto$c¢ 3.

Znajdziemy teraz odpowiedzi dla pozostatych dwoch parliczb a i b.
Dlaa = 116, b = 324 kolejne reszty z dzielenia r osiggng nastepujace wartosci:

1. 116,
2.92,
3. 24,
4. 20,
5. 4,
6. 0.

Jest szesc¢ reszt, tak wiec operacja modulo wykonata si¢ szeSc razy.
Oto wartosci r dla ostatniego przykiadu z zadania:

1.198,
2.84,
3. 30,
4.24,
5.6,
6. 0.



Ponownie mamy wiec do czynienia z szeScioma wykonaniami operacji modulo. W ten
sposob przesledziliSmy dzialanie algorytmu Euklidesa.

Stownik
operacja modulo

inaczej: operacja obliczania reszty z dzielenia



Prezentacja multimedialna




Polecenie 1

Napisz program, ktory sprowadzi podane dwa utamki do postaci nieskracalnej, a nastepnie
wypisze wiekszy z dwdch mianownikow. Mozesz zatozy¢, ze mianowniki na kazdym etapie
dziatania algorytmu bedg rézne.

Jako dane testowe do programu przyjmij nastepujace wartosci:

licznik1 =5

mianownik1 =25

licznik2 =3

mianownik2 =18

Wazne!

Utamkiem nieskracalnym nazwiemy taki utamek, w ktérym najwiekszy wspélny dzielnik
licznika i mianownika wynosi 1.

Przyktady utamkéw nieskracalnych:

3 15 6
77177 19

Specyfikacja problemu:

Dane:

e licznik1 - liczba catkowita dodatnia, bedaca licznikiem pierwszego utamka

e mianownik1 - liczba naturalna dodatnia bedgca mianownikiem pierwszego utamka

e licznik2 - liczba catkowita dodatnia, bedaca licznikiem drugiego utamka



e mianownik?2 - liczba naturalna dodatnia bedgca mianownikiem drugiego utamka

Wynik:

e mianownik - liczba catkowita bedgca wiekszym z dwdéch mianownikéw uzyskanych po
skréceniu utamkoéw do postaci nieskracalnej.

Wyjscie dla podanych danych:

16




Polecenie 2

Poréwnaj swoje rozwigzanie z prezentacja.

e

Aleksandrii - grecki matematyk zyjacy
na przetomie Vi lll w. p.n.e., twérca jednego z
najstynniejszych dziet matematycznych pt.

Elementy.

Euklides z

Zrédto: es.wikipedia.org, domena publiczna.

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/PS3YOkQVR

Zapiszemy w pseudokodzie algorytm, ktory
sprowadzi utamek o mianowniku mianownik1
i liczniku 1icznik1 oraz utamek o mianowniku
mianownik?2 iliczniku 1icznik?2 do formy

nieskracalnej, a nastepnie wypisze wiekszy
z dwoéch mianownikéw.



@ Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/PS3YOkQVR

Nasz algorytm zaczniemy od zainicjowania
zmiennych odpowiadajacych za mianowniki
i liczniki odpowiednich utamkow.

Materiat audio dostepny pod adresem: @
https:/zpe.gov.pl/b/PS3YOkQVR

Sprowadzajac utamki do formy nieskracalnej,
bedziemy musieli znalez¢ NWD licznika

i mianownika. Obliczymy go za pomocg
zoptymalizowanego algorytmu Euklidesa.

W celu wykonania kolejnych krokéw algorytmu,
bedziemy zmuszeni modyfikowac i nadpisywac
wartosci licznika i mianownika. Poniewaz nie
chcemy ich straci¢, zadeklarujemy teraz zmienne
pomocnicze a i b, ktérym przypiszemy wartosci
licznika i mianownika danego utamka.

@ Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/PS3YOkQVR

Zapis algorytmu zaczniemy od uzycia petli
dopdki, ktéra bedzie wykonywana tak dtugo,
jak warto$¢ zmiennej b bedzie rézna od 0.



Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/PS3YOkQVR

W s$rodku petli zastosujemy poznang wczesniej
procedure zoptymalizowanego algorytmu
Euklidesa.

@ Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/PS3YOkQVR

Po wykonaniu petli, w zmiennej a bedzie
zapisany NWD licznika i mianownika
pierwszego utamka. W celu sprowadzenia
utamka do nieskracalnej formy, podzielimy
licznik i mianownik przez ich NWD.

Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/PS3Y0OkQvVR

Teraz powtdérzymy procedure dla drugiego
utamka.

Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/PS3YOkQVR



W tym momencie utamki posiadaja juz forme
nieskracalna.

Teraz musimy zastosowac instrukcje
warunkowa jezeli. W jej tescie logicznym
sprawdzimy, czy zmienna mianownik1 jest
wieksza od mianownik2.

Materiat audio dostepny pod adresem: @
https:/zpe.gov.pl/b/PS3YOkQVR

W przypadku, gdy mianownik drugiego utamka
jest wiekszy, to wtasnie jego wypiszemy.

Oto petne rozwigzanie zadania:

Zapisany na papirusie fragment dzieta Elementy.
Zrédto: en.wikipedia.org, domena publiczna.

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/PS3YOkQVR

Na zakonczenie warto utworzyc¢ funkcje NWD,
ktéra bedzie miata dwa parametry: a i b. Dzieki
temu unikniemy powtarzania sie tego samego



kodu. Ponizej przedstawiamy rozwigzanie
zadania bazujace na funkcji NWD.

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Polecenie 3

Zapoznaj sie z ponizszym zadaniem typu maturalnego. Nastepnie przeanalizuj prezentacje,
w ktoérej przedstawione zostato rozwigzanie zadania.

Podpunkt a)

Wykorzystujac funkcje NWD oraz nastepujaca zaleznos¢:

NWD (a1, a2, ..., an) = NWD(NWD (a1, a2, ... , Gn-1), an)

mozemy wyznaczy¢ najwiekszy wspolny dzielnik nliczb catkowitych dodatnich a4, ay, ..., a,.

Przyktad:

NWD (15, 24, 60) = NWD (NWD (15, 24), 60) =

— NWD (3, 60) = 3

Uzupetnij ponizsza tabelke i dla wskazanych n liczb catkowitych dodatnich a4, ay, ..., a, oblicz
ich najwiekszy wspolny dzielnik.

az, as, ..., an NWD(ay, ay, ..., an)

36, 24,72, 150



az, as, ..., an NWD(ay, ay, ..., an)

119, 187, 323, 527, 731

121, 330, 990, 1331, 110, 225

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12

Dane:

liczby catkowite dodatnie a 1 b.

wWynik:

Najwiekszy wspolny dzielnik liczb a i b.

funkcja NwD(a, b)
dopoki b != 0 wykonuj

r
a
b

Zwroc

= a mod b
= b
=r

a i zakoncz

Powyzsze zadanie zostato stworzone przez CKE i pochodzi ze zbioru zadan maturalnych

z informatyki (zadanie nr 18.2), dostepnego na oficjalnej stronie internetowej CKE.

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/PS3YOkQVR

W celu wyznaczenia najwiekszego wspodlnego
dzielnika liczb: {36, 24, 72, 150}, bedziemy
postepowac zgodnie z przedstawionym

w poleceniu przyktadem.



@ Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/PS3YOkQVR
NWD(36, 24, 72, 150) =
NWD(NWD(36, 24, 72), 150) =
NWD(NWD(NWD(36, 24), 72), 150)

Najbardziej zagniezdzona funkcja NWD(36, 24)
zwraca wynik 12. Zastepujemy wiec NWD(36,
24) liczbg 12. Otrzymujemy:

NWD(NWD(12, 72), 150) =

Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/PS3YOkQVR

Wynikiem wywotania NWD(12, 72) znow jest
12. Zatem ponownie zastepujemy NWD(12, 72)
liczbg 12 i w efekcie otrzymujemy:

NWD(12, 150) =

@ Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/PS3YOkQVR

Wykonanie NWD(12, 150) zwréci wynik 6. Tym
samym udato nam sie rozwigzac pierwszy
przyktad polecenia. Kolejne przyktady beda
polegaty na podobnej zasadzie dziatania.
Najkorzystniej jest rozpisac kolejne wywotania
funkcji NWD, jak zostato to przedstawione

W pierwszym przyktadzie.



Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/PS3YOkQVR

W drugim przyktadzie, nalezy wyznaczy¢ NWD
zbioru: {119, 187, 323, 527, 731}.

NWD(119, 187, 323, 527, 731) =
NWD(NWD(119, 187, 323, 527), 731) =

NWD(NWD(NWD(17, 323), 527), 731)

@ Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/PS3Y0OkQvVR

Po prawidtowym rozpisaniu zagniezdzen funkcji
NWOD, przechodzimy do obliczenia najbardziej
zagniezdzonej: NWD(17, 323). Otrzymany wynik
(17) podstawiamy do kolejnego wywotania
NWD.

NWD(NWD(17, 527), 731) =
NWD(17, 731) = 17

Tym samym obliczyliSmy najwiekszy wspdlny
dzielnik dla podanego zbioru.

Materiat audio dostepny pod adresem: @

https:/zpe.gov.pl/b/PS3YOkQVR

W ostatnim przyktadzie mamy do czynienia
z najwiekszym zbiorem liczb: {121, 330, 990,
1331, 110, 225}

NWD(121, 330, 990, 1331, 110, 225) =



NWD(NWD(121, 330, 990, 1331, 110), 225) =

NWD(NWD(NWD(121, 330, 990, 1331), 110),
225) =

NWD(NWD(NWD(NWD(121, 330, 990), 1331),
110), 225) =

NWD(NWD(NWD(NWD(NWD(121, 330), 990),
1331), 110), 225)

Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/PS3YOkQVR

Obliczajac wyniki poszczegdlnych wywotan
funkcji, otrzymamy:

NWD(NWD(NWD(NWD (11, 990), 1331), 110),
225) =

NWD(NWD(NWD(11, 1331), 110), 225) =
NWD(NWD(11, 110), 225) =

NWD(11, 225)=1

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Podpunkt b)

Napisz algorytm, ktory korzystajac z funkcji NWD (a, b), wyznaczy najwiekszy wspolny
dzielnik ciggu liczb ay, ay, ..., ap.

Specyfikacja problemu:
Dane:

e aq,ay, .., ap - liczby catkowite dodatnie.
Wynik:

Najwiekszy wspolny dzielnik liczb aq, ay, ..., an.




Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/PS3YOkQVR

W celu rozwigzania tego zadania, bedziemy
musieli wykorzystac przedstawiong
w podpunkcie a) zalezno$¢:

NWD(ay, agy ..., a,) = NWD(NWD (ay, ay, ... , ap_1), Gy)



@ Materiat audio dostepny pod adresem:

https:/zpe.gov.pl/b/PS3YOkQVR

Na sam poczatek utworzymy zmienng wynik.
Przypiszemy do niej pierwsza podang liczbe: a:

1. wynik = a4

Materiat audio dostepny pod adresem: @
https:/zpe.gov.pl/b/PS3Y0OkQvVR

Obliczanie wynikéw kolejnych wywotan funkcji
NWD.

Nastepnie, w kolejnych krokach iteracyjnie
obliczamy najwiekszy wspdlny dzielnik zmiennej
wynik oraz liczby a; dla kolejnych wartosci i = 2,
3, ..., n. W tym celu tworzymy petle for.

1. wynik = a4

2.dlai=2,3, ..., nwykonuj

@ Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/PS3YOkQVR

Wewnatrz petli bedziemy aktualizowac zmienng
wynik. Bedziemy do niej przypisywac wynik
wywotania funkcji NWD z argumentami: wynik
oraz a;.

1. wynik = a4

2.dlai=2,3, ..., nwykonuj



3.  wynik = NWD(wynik, a;)

Materiat audio dostepny pod adresem:
https:/zpe.gov.pl/b/PS3YOkQVR

Na zakonczenie wystarczy zwrdci¢ zmienng
wynik. Oto rozwigzanie zadania:

1. wynik = a¢
2.dlai=2,3, ..., nwykonuj
3. wynik = NWD(wynik, a;)

4. zwrd¢ wynik i zakoncz

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: @ ) @

Przyjmijmy, ze mamy do dyspozycji dwie liczby naturalne dodatnie a i b, ktore sa
mianownikami w utamkach: %, %

Cwiczenie 1 @

Napisz algorytm znajdujagcy NWD dla liczb a i b za pomoca pseudokodu. Twoje rozwigzanie
powinno wykorzystywac wersje algorytmu z odejmowaniem.




Cwiczenie 2 @

Uzupetnij zdanie, wpisujac wtasciwg liczbe.

Podaj liczbe wykonar operacji odejmowania w pseudokodzie napisanym w Cwiczeniu 1 dla

wartoscia = 35ib = 25

Cwiczenie 3 ®
Napisz algorytm w postaci pseudokodu wyznaczajacy NWW liczb aib (a, b - liczby
naturalne dodatnie)




Cwiczenie 4

Uzupetnij zdanie, wpisujac wtasciwg liczbe.

Dlawartoscia = 27ib =

108, otrzymamy NWW réwna ’

Cwiczenie 5

Zapisz algorytm sprawdzajacy, czy dwie liczby naturalne dodatnie sg wzglednie pierwsze.
Wykorzystaj pseudokod.

Pare liczb nazwiemy wzglednie pierwszymi, gdy nie majg innego wspodlnego dzielnika niz 1
Rozwigzanie powinno wykorzystywac algorytm Euklidesa w wersji z modulo.




Cwiczenie 6 @
Zapisz rekurencyjng wersje algorytmu Euklidesa za pomoca pseudokodu.

Material zrodlowy od éwiczen nr 8-9
Cwiczenia 8-9 pochodzg z informatora maturalnego autorstwa CKE. Dokument znalez¢
mozna na oficjalnej stronie internetowej CKE.




C s
| 1# g‘z
=3
oo oo
Rys. 1 Rys. 2

Zrédto: Contentplus.pl sp. z 0.0., licencja: CC BY-SA 3.0.

Fani spotykaja si¢ z ulubionymi gwiazdami filmowymi w sali, ktorej podtoga ma ksztatt
kwadratu. Podloge podzielono pionowymi i poziomymi liniami na mniejsze kwadraty
rozmiaru 1x1. Zaproszona gwiazda zawsze siada w $rodku sali. Fani zajmujg miejsca w sali
na przecieciach linii. Jedno miejsce moze zaja¢ co najwyzejjedna osoba.

Po wejSciu na sale wypetniaja oni kolejno strefy zaznaczone na Rys. 2. kwadratami, kazda
strefe maksymalnie, jak sie da. Fani zajmuja tylko te miejsca, z ktorych gwiazda jest
widoczna, co oznacza, ze na odcinku fgczgcym ich miejsce z miejscem zajmowanym
przez gwiazde nie ma zadnejinnej osoby. Na potrzeby zadania fanow i gwiazde
utozsamiamy z punktami, ktore zajmujg. Na Rys.1. przedstawione jest przyktadowe
rozmieszczenie wszystkich osob zgodnie z opisem. Na Rys. 2. pokazany jest przyktadowe
calkowite wypetnienie sali w 3 strefach. Jak wida¢ w I strefie zasigdzie 8 fanow, w II
strefie — 8, a w IIl az 16.



Cwiczenie 7
Uzupetnij tabele.

Przyrost fanow w stosunku

Strefa Maksymalna liczba fanéw
w kwadracie do poprzedniego poziomu

I 8 )

Il 16 o

Il 32 “

\

\

Vi




Cwiczenie 8 @

Potraktuj sale (Rys. 1.) jako uktad kartezjanski, przyjmujac pozycje gwiazdy jako punkt (O, 0),
a pozycje fanéw jako punkty kratowe o okreslonych wspétrzednych (x, y). Zapisz,
wykorzystujac pseudokod, algorytm sprawdzajacy, czy fan moze stangé¢ w miejscu o danych
wspotrzednych (x, y).

Specyfikacja problemu:
Dane:

e X, Y - liczby catkowite okreslajace potozenie fana wzgledem gwiazdy
Wynik:

o Komunikat TAK, jezeli fan widzi gwiazde lub komunikat NIE - jezeli fan gwiazdy nie widzi.







Dla nauczyciela

Autor: Maurycy Gast
Przedmiot: Informatyka

Temat: Algorytm Euklidesa - zadania maturalne
Grupa docelowa:

Liceum ogolnoksztatcace i technikum, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres
podstawowy i rozszerzony

Podstawa programowa:
Cele ksztalcenia - wymagania og6lne

I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow na bazie logicznego
i abstrakcyjnego myslenia, myslenia algorytmicznego i sposoboéw reprezentowania
informaciji.

II. Programowanie i rozwigzywanie problemow z wykorzystaniem komputera oraz innych
urzadzen cyfrowych: uktadanie i programowanie algorytmow, organizowanie,
wyszukiwanie i udostepnianie informaciji, postugiwanie si¢ aplikacjami komputerowymi.

TreSci nauczania - wymagania szczegotowe
I. Rozumienie, analizowanie i rozwigzywanie problemow.
Zakres podstawowy. Uczen:

2) stosuje przy rozwigzywaniu problemow z roznych dziedzin algorytmy poznane
w szkole podstawowej oraz algorytmy:

a) na liczbach: badania pierwszosci liczby, zamiany reprezentacji liczb miedzy
pozycyjnymi systemami liczbowymi, dziatan na utamkach z wykorzystaniem NWD
i NWW,

I +1II. Zakres rozszerzony. Uczen speinia wymagania okreslone dla zakresu
podstawowego, a ponadto:

1) zapisuje za pomoca listy krokow, schematu blokowego lub pseudokodu,
i implementuje w wybranym jezyku programowania, algorytmy poznane na
wczesniejszych etapach oraz algorytmy:

a) algorytm Euklidesa w wersji iteracyjneji rekurencyjnej wraz z zastosowaniami,



Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii.

Cele operacyjne (jezykiem ucznia):

e Przeanalizujesz zastosowanie algorytmu Euklidesa podczas wyliczania wspolnego
mianownika dwoch utamkow.

e Przesledzisz konstrukcje zadan maturalnych, wykorzystujacych ten algorytm.

 Zastosujesz w praktyce wiadomosci dotyczgcych algorytmu Euklidesa.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e rozmowa nauczajyca z wykorzystaniem multimedium i ¢wiczen interaktywnych.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;

e pracaw parach;

e pracaw grupach;

e praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda;

o oprogramowanie dla jezyka C++, w tym kompilator GCC/G++ 4.5 (lub nowszej wersji)

i Code::Blocks 16.01 (lub nowszej wersji), Orwell Dev-C++ 5.11 (lub nowszej wersji) lub

Microsoft Visual Studio;

» oprogramowanie dla jezyka Java SE 8 (lub nowszej wersji), w tym Eclipse 4.4 (lub
nowszej wersji);

o oprogramowanie dla jezyka Python 3 (lub nowszejwersji), w tym PyCharm lub IDLE.

Przebieg lekcji

Przed lekcja:



1. Przygotowanie do zajeé. Nauczyciel loguje sie na platformie i udostepnia e-materiat:
»2Algorytm Euklidesa - zadania maturalne”. Nauczyciel prosi uczniéw o zapoznanie si¢
z treSciami w sekcji ,,Przeczytaj”

Faza wstepna:

1. Nauczyciel wprowadza uczniow szczegotowo w temat lekciji i jej cele. Moze postuzyc¢
sie wyswietlong na tablicy zawarto$cig sekcji ,Wprowadzenie”.

2. Rozpoznanie wiedzy uczniéw. Nauczyciel zadaje uczniom pytania dotyczace ich
aktualnego stanu wiedzy w obszarze poruszanego tematu i programowania, np.
- co to jest algorytm Euklidesa i jakie ma zastosowanie?
- do czego stuzy operacja modulo?
Chetni uczniowie udzielajg na nie odpowiedzi.

Faza realizacyjna:

1. Odnoszac si¢ do tresci zawartejw sekcji ,,Przeczytaj’, uczniowie w parach konstruuja
alternatywny przykiad, definiujac samodzielnie problem, rozwigzanie i ewentualng
implementacje. Rezultaty omawiane sg na forum klasy.

2. Praca z multimedium. Uczniowie w zespotach dwuosobowych zapoznajq si¢ z trescia
polecenia nr 1z sekcji ,Prezentacja multimedialna” i wspoélnie analizujg kolejne kroki
rozwiazania postawionego problemu.

3. Cwiczenie umiejetnosci. Uczniowie wykonuja pierwsze ¢wiczenia interaktywne
z sekcji ,Sprawdz si¢”. Wyniki pracy omawiane sg na forum i komentowane przez
nauczyciela.

4. Praca indywidualna - implementacja poznanej techniki do rozwigzywania problemow
informatycznych - wykonywanie ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz si¢”.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrana osoba podsumowuje zajecia, zwracajac uwage na nabyte umiejetnosci, omawia
ewentualne problemy podczas rozwigzywania ¢wiczen.

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi) do tematu lekcii
(,Algorytm Euklidesa - zadania maturalne”).

2. Uczniowie implementujg algorytmy omawiane w sekcji ,Prezentacja multimedialna”
w wybranym przez siebie jezyku programowania.

Materialy pomocnicze:

» Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka C++.
» Oficjalna dokumentacja techniczna dla kompilatora GCC/G++ 4.5 (lub nowszej wersii).



Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania Code::Blocks 16.01 (lub
nowszej wersji), Orwell Dev-C++ 5.11 (lub nowszej wersji) lub Microsoft Visual Studio.
Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka Java SE 8 (lub nowszej wersii).
Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania Eclipse 4.4 (lub nowszej
wersji).

Oficjalna dokumentacja techniczna dla jezyka Python 3 (lub nowszej wersii).
Oficjalna dokumentacja techniczna dla oprogramowania PyCharm lub IDLE.

Wskazowki metodyczne:

Multimedium w sekcji ,Prezentacja multimedialna” mozna potraktowac jako zadanie
domowe dotyczgce analizy problemu zawartego w temacie ,Algorytm Euklidesa -
zadania maturalne”.



