Reguta mnozenia, reguta dodawania

Opis przypadkow, w ktorych mozna wykorzysta¢ regute mnozenia. Reguta mnozenia.
Przyktady obliczania wszystkich mozliwych wynikow doSwiadczenia.

k-wyrazowa wariacja z powtorzeniami zbioru n-elementowego. Twierdzenie o liczbie
k-wyrazowych wariacji z powtorzeniami zbioru n-elementowego. Przyktadowe rozwigzania
zadan z stosowaniem twierdzenia o liczbie wariacji z powtorzeniami.

Przyktadowe rozwigzania zadan, przy rozwigzywaniu ktorych wykorzystano regute
dodawania lub mnozenia. Zadania o zroznicowanym stopniu trudnosci.

k-wyrazowa wariacja bez powtorzen zbioru n-elementowego. Liczba k-wyrazowych wariacji
bez powtodrzen zbioru n-elementowego. Silnia liczby n. Rozwigzane zadania, w ktorych przy
rozwigzywaniu wykorzystano twierdzenie o liczbie wszystkich wariacji bez powtorzen.

Animacja: na ile sposobow mogg usiasc¢ przy czteroosobowym stoliku cztery osoby.
Permutacja zbioru n-elementowego. Przyktady rozwigzan zadan, w ktorych wykorzystywany
jest wzor na liczbe wszystkich permutacji zbioru n-elementowego.

Zbior zadan bazujgcych na zastosowaniu reguty mnozenia i dodawania. 8 zadan zamknigtych
interaktywnych z wykorzystaniem wzoru na liczbe wszystkich k-wyrazowych wariaciji

z powtorzeniami zbioru n-elementowego i na liczbe wszystkich k-wyrazowych wariacji bez
powtoérzen zbioru n-elementowego. Jedno zadanie otwarte z rozwigzaniem i wyjaSnieniem.

Zbior 9 otwartych zadan bazujacych na zastosowaniu reguly mnozenia i dodawania. Zadania
z wykorzystaniem wzoru na liczbe wszystkich k-wyrazowych wariacji z powtorzeniami
zbioru n-elementowego i na liczbe wszystkich k-wyrazowych wariacji bez powtorzen zbioru
n-elementowego. Zadania z rozwigzaniami i wyjasnieniami.

Zbior 20 zadan otwartych bazujacych na zastosowaniu reguty mnozenia i dodawania.
Zadania z wykorzystaniem wzoru na liczbe wszystkich k-wyrazowych wariacji

z powtorzeniami zbioru n-elementowego i na liczbe wszystkich k-wyrazowych wariacji bez
powtodrzen zbioru n-elementowego. Zadania zawierajg wyjasnienia i rozwigzania.



Reguta mnozenia, reguta dodawania

W tym materiale zawarte s3 wiadomosci na temat niektorych sposobow zliczania obiektow
kombinatorycznych. Analizujac przyktady zawarte w tym materiale poznasz:

e regule mnozenia,

o regule dodawania,

e wariacje z powtorzeniami,
e permutacje.

Rozwigzujac ¢wiczenia - sprawdzisz uksztaltowane umiejetnosci.

Reguta mnozenia

Przyktad 1

W pudetku jest 11 kul, ponumerowanych od 1 do 11. Z tego pudetka losujemy jedng kule,
zapisujemy jej numer i wrzucamy wylosowang kule z powrotem do pudetka. Nastepnie operacje
losowania powtarzamy, zapisujac wynik drugiego losowania.

Obliczymy, ile jest wszystkich mozliwych wynikow takiego doswiadczenia.

Pojedynczy wynik takiego doswiadczenia zapisujemy, notujac dwie liczby: najpierw wynik
pierwszego losowania - w1, a nastepnie wynik drugiego losowania - ws.
Wszystkie mozliwe wyniki doSwiadczenia mozemy przedstawi¢ np. za pomoc3 tabeli.

(w1, ws) 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1,1 (1,2 (1,3 (1,4 (1,5 @ (1,6 (1,7 @ (1,8)
2 2,1)  (2,2)  (2,3) (2,4 @ (2,5 @ (2,6) (2,7 @ (2, 8)
3 3, 1) (3,2 (3,3 (34 (35 (3,6 (3,7 (3278
4 4,1) 42 43 44 45 46 47 (429
5 G,1)  (5,2) (5,3 (5,4 (5,5  (5,6) (5,7 (5 8)
6 6,1)  (6,2)  (6,3) (6,4 (6,5  (6,6) (6,7 (6, 8)
7 (7, 1)  (7,2) (7,3 (1,4  (7,5)  (1,6)  (7,7) | (7,8)
8 (8, 1)  (82) (83 | (84 (85  (86) (87 | (8, 8)
9 9, 1)  (9,2) (9,3 (9,4 (9,5  (9,6) (9,7 | (9, 8)
10 (10, 1) = (10, 2) | (10, 3) | (10, 4) @ (10, 5) (10, 6) @ (10, 7) (10, 8)
11 (11, 1) | (11, 2) (11, 3) (11, 4) (11,5) (11,6) (11,7) (11, 8)

Kazdy wynik doSwiadczenia zostal w powyzszej tabeli utozsamiony z przyporzadkowang mu para
liczb (w1, ws).Jezeli np. w pierwszym losowaniu otrzymamy 3, a w drugim 8, to wynik tego




losowania zapiszemy jako (3, 8).Z kolei zapisanie pary (11, 2) to informacja, ze za pierwszym
razem wylosowano 11, a za drugim - 2.

Poniewaz rozpatrywane doswiadczenie losowe to wykonanie jedna po drugiej dwoch czynnosci,
polegajacych za kazdym razem na wyborze jednego elementu z jedenastoelementowego zbioru
{1,2,3,...,11}, to wszystkich mozliwych wynikéw tego doswiadczenia jest 11 - 11 = 121.

Przyktad 2
Ustalimy, ile dodatnich dzielnikéw catkowitych ma kazda z liczb: 72, 360 oraz 1410.

Skorzystamy z zapisu kazdejz tych liczb w postaci rozktadu na czynniki pierwsze.

Poniewaz 72 = 2% - 32, wiec kazdy dodatni czynnik catkowity liczby 72 jest liczbg postaci 2" - 3™,
przy czym n jest liczba ze zbioru {0, 1,2, 3}, natomiast m jest liczba ze zbioru {0, 1, 2}. Zauwazmy,
ze wybor dzielnika liczby 72 polega na wykonaniu dwoch czynno$ci: wyborze wyktadnika dla
czynnika 2 - co mozna zrobi¢ na 4 sposoby, a nastepnie na wyborze wyktadnika dla czynnika 3 - co
mozna zrobi¢ na 3 sposoby.

Korzystajgc z reguly mnozenia, stwierdzamy, ze 72 ma 4 - 3 = 12 dzielnikow, ktore przedstawia
ponizsza tabela.

X 30 3! 3

20 20.30 =1 20.3' =3 20.32=9
2! 21.3% =2 21.31 =6 2!.32 =18
2? 22.30 =4 2%.3' =12 2%.32 =36
2 2*.30 =38 2°.31 =24 2°.32 =72

Poniewaz 360 = 2% - 32 . 5, wiec kazdy dodatni czynnik catkowity liczby 360 jest liczbg postaci

2" . 3™ . 5% przy czym n jest liczbg ze zbioru {0, 1,2, 3}, m jest liczba ze zbioru {0, 1,2}, natomiast
k jest liczba ze zbioru {0, 1}. Zauwazmy, ze wybor dzielnika liczby 360 polega na wykonaniu trzech
czynnosci, z ktorych pierwsza moze skonczy¢ si¢ na jeden z 4 sposobdw, druga - na jeden z 3
sposobow, a trzecia - na jeden z 2 sposobow.

Jezeli najpierw rozpatrzymy wszystkie przypadki zwigzane z wykonaniem dwoch pierwszych
czynnosci (jest ich 12), a nastepnie wykonamy trzecig czynnos$¢, to dostaniemy 24 mozliwosci.

Korzystajac z reguty mnozenia, stwierdzamy, ze 360 ma 4 - 3 - 2 = 24 dodatnie dzielniki catkowite,
ktore przedstawia ponizsza tabela.
x | 20.30 20.30  22.30  28.30 1 20.30  ol.3l p2.30 3.3l 20.32  2l.3
50 1 2 4 8 3 6 12 24 9 18
51 5 10 20 40 15 30 60 120 45 90

Poniewaz 1410 = 2 - 3 - 5 - 47, wiec kazdy dodatni czynnik catkowity liczby 1410 jest liczbg postaci
2" . 3™ . 5% . 47! przy czym kazda z liczb n, m, k, I wybierana jest ze zbioru {0, 1}.



Zauwazmy, ze wybor dzielnika liczby 1410 polega na wykonaniu czterech czynnosci, z ktorych
kazda moze skonczyc¢ si¢ najeden z 2 sposobow.

Korzystajgc z reguty mnozenia, stwierdzamy, ze 1410 ma 2 - 2 - 2 - 2 = 16 dzielnikow.

Regula mnozenia
Rozumujac podobnie jak w przedstawionych powyzej przykladach, stwierdzimy, ze:

« liczba wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia, ktore polega na wykonaniu po kolei
dwoch czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczyc¢ si¢ na jeden z n sposobow, druga — na
jeden z m sposobow, jest rowna mn,

o liczba wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia, ktore polega na wykonaniu po kolei
trzech czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczy¢ si¢ na jeden z n sposobow, druga — na
jeden z m sposobdw, a trzecia - na jeden z k sposobow, jest rowna kmn.

Zasada, ktorg w podobnych przypadkach stosujemy, nazywa si¢ regula mnozenia.
Twierdzenie: Reguta mnozenia

Liczba wszystkich mozliwych wynikéw doswiadczenia, ktore polega na wykonaniu po kolei n
czynnosci, z ktérych pierwsza moze zakonczy¢ sie na jeden z k; sposobdw, druga - na jeden z ks
sposobow, trzecia - na jeden z kg sposobow i tak dalej do n— tej czynnosci, ktora moze zakonczy¢
si¢ na jeden z k,, sposobow, jest rowna

ky-ky-ks-... k.

Powolujac si¢ na regute mnozenia, mozna pokazac, ze liczba n, ktora w rozkladzie na czynniki
pierwsze daje si¢ zapisa¢ w postaci

n=p1*-p2® ... pp™,
gdzie py,pa, . .., Dr S3 réznymi liczbami pierwszymi, a oy, o, . . ., a $3 dodatnimi liczbami
catkowitymi, ma
(a1 +1)-(azg+1)-...- (s +1)

dodatnich dzielnikow catkowitych.
Przyktad 3

Ustalimy, ile jest wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia, ktore polega na:

1. siedmiokrotnym rzucie symetryczng monetg.
W pojedynczym rzucie symetryczng monetg mozemy otrzymac jeden z dwoch wynikow:
»orzel” lub ,reszka”. Doswiadczenie polega wiec na siedmiokrotnym powtorzeniu czynnosci,
ktora za kazdym razem moze skonczyc¢ si¢ na jeden z 2 sposobow. Korzystajac z reguty
mnozenia, stwierdzamy, ze liczba wszystkich wynikow jest rowna
2.2-2:2-2.2.2=2"=128




2. pieciokrotnym rzucie symetryczna sze$cienna kostka do gry.
W pojedynczym rzucie symetryczng szeScienng kostkg do gry mozemy otrzymac jeden
z szeSciu wynikow: 1, 2, 3, 4, 5 lub 6 oczek. Doswiadczenie polega wiec na pieciokrotnym
powtorzeniu czynnosci, ktora za kazdym razem moze skonczy¢ sie na jeden z 6 sposobow.
Korzystajac z reguty mnozenia, stwierdzamy, ze liczba wszystkich wynikow jest rowna
6-6-6-6-6=6"="7776

3. zapisaniu liczby trzycyfrowej, utworzonej wylacznie za pomoca cyfr ze zbioru
{1,2,3,4,5,6,7,8} (cyfry moga sie powtarzac).
Wybierajgc kazdg cyfre takiejliczby, mozemy otrzymac jeden z oSmiu wynikow. Oznacza to, ze
doswiadczenie polega na trzykrotnym powtorzeniu czynnosci, ktora za kazdym razem moze
skonczy¢ sie na jeden z 8 sposobow. Korzystajac z reguty mnozenia, stwierdzamy, ze liczba
wszystkich wynikow jest rowna
8-8-8=28 =512

4. rozmieszczeniu 4 roznych notatnikéow w 7 roznych teczkach.
Wyboru teczki dla kazdego z czterech notatnikow mozemy dokonac¢ na 7 sposobow.
Doswiadczenie polega wiec na czterokrotnym powtorzeniu czynnosci, ktora za kazdym razem
moze skonczy¢ si¢ na jeden z 7 sposobow. Korzystajgc z reguty mnozenia, stwierdzamy, ze
liczba wszystkich wynikow jest rowna
7-7-7-7="7"=2401

Wariacje z powtdrzeniami

W doswiadczeniach rozpatrywanych w poprzednim przyktadzie mieliSmy do czynienia z tym samym
schematem: kazde z nich polegalo na k - krotnym powtorzeniu czynnosci, ktora za kazdym razem
mogta sie skonczyc¢ na jeden z n sposobow. Korzystajac z reguty mnozenia, stwierdzamy, ze liczba
wszystkich wynikow w doswiadczeniu tego typu jest rowna

—_—

k czynnikow

Doswiadczenie polegajace na k - krotnym powtorzeniu czynnosci, ktora za kazdym razem mogla sig¢
skonczy¢ na jeden z n sposobow, nazywa si¢ zwyczajowo
k - wyrazowa wariacja z powtorzeniami zbioru n - elementowego.

Modelem dla tego typu do$wiadczenia jest k — wyrazowy cigg o elementach wybieranych dowolnie
ze zbioru n - elementowego (czyli z powtorzeniami - dowolny element zbioru moze wystgpic
wielokrotnie w ciggu).

Na podstawie spostrzezenia poczynionego powyzej formutujemy twierdzenie.
Wi1asnos¢: liczba k - wyrazowych wariacji z powtérzeniami zbioru n - elementowego

Liczba wszystkich k - wyrazowych wariacji z powtorzeniami zbioru n - elementowego jest rowna

nk

Przyktad 4

Stosujac twierdzenie o liczbie wariacji z powtérzeniami, obliczymy, ze:




1. liczba wszystkich mozliwych wynikéw trzykrotnego rzutu kostka szescienna to 63 = 2186,

2. liczba wszystkich mozliwych wynikow pigciokrotnego rzutu monetg to
2° = 32,

3. liczba wszystkich mozliwych liczb 4 - cyfrowych utworzonych z cyfr {1,2,3, 4,5} to 5* = 625,

4. liczba wszystkich mozliwych sposobow umieszczenia 10 roznych dtugopisow w 4 réznych
szufladach to 4! = 1048576,

5. liczba wszystkich mozliwych sposobéw umieszczenia 7 réznych kul w 6 réznych pudetkach
(zaktadamy, ze w kazdym pudetku zmiesci sie co najmniej 7 takich kul) to 67 = 279936.

Przyktad 5

Obliczymy sume wszystkich liczb dwucyfrowych zapisanych wylgcznie za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5
(cyfry mogg sie powtarzac).

Wszystkich liczb dwucyfrowych zapisanych wytgcznie za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5 jest doktadnie
tyle, ile dwuelementowych ciagdéw (cy, ¢2), gdzie ¢; oraz cy to liczby wybrane ze zbioru
{1,2,3,4,5}, z powtdrzeniami. Jest ich zatem 5 - 5 = 25.

Sume tych wszystkich liczb obliczymy dwoma sposobami.
e sposob I

Wypisujemy wszystkie liczby w tabeli, przy czym elementy c;, ¢s pary (c1, ¢2) to dla konkretne;
liczby odpowiednio cyfra dziesigtek oraz cyfra jednosci.

(c1, c2) 1 2 3 4 5
1 11 12 13 14 15
2 21 22 23 24 25
3 31 32 33 34 35
4 41 42 43 44 45
5 51 52 53 54 55

Sumujemy liczby dwucyfrowe w kolejnych wierszach. Zauwazamy przy tym, ze:

» wszystkie liczby wystepujace w tym samym wierszu majg te samg cyfre dziesiatek,
« cyfry jednosci tych liczb sg roznymi liczbami ze zbioru {1, 2, 3,4, 5}.

(c1, 2) 1 2 3 4 5
1 11 12 13 14 15 Suma:5- 10+ (14+ 2+ 3+ 4+ 5)
2 21 22 23 24 25 Suma:5-20+ (1+2+3+4+5)
3 31 32 33 34 35 Suma:5-30 + (1 +2+3+4+5)
4 41 | 42 43 44 45 Suma:5-40+ (1 +2+4+3+4+5)
) 51 | 52 | 53 @ 54 55 Suma:5-50+ (1+2+3+4+05)

razem | 5-10+45-20-+5-30+5-40+5-50+5-(142-+3+4-+5)



Na koniec dodajemy wszystkie otrzymane sumy i otrzymujemy
5-(104+20+30+40+50)+5- (1+2+3+4+5).

Oznacza to, ze suma wszystkich liczb dwucyfrowych zapisanych wylacznie za pomoca cyfr 1, 2, 3,
4,5 jest rowna

10-(1+2+3+4+5)+5-(1+2+34+4+5)=5-(10+1)-(1+2+3+4+5)=5-11-15=

e sposob II

Oznaczmy przez S sume wszystkich liczb dwucyfrowych zapisanych wylgcznie za pomocg cyfr 1,
2,3,4,5.

Podobnie jak poprzednio wypisujemy wszystkie liczby w tabeli, przy czym do kazdejz nich
dopisujemy teraz drugg liczbe dwucyfrowg, w nastepujacy sposob: do liczby opisanej przez pare
(c1, c2) dopisujemy liczbe opisang przez pare (6 — ¢1,6 — c3).

(¢1, ¢2), (6 —c1, 6 —c.) 1 2 3 4 5
1 11,55 12,54 13,53 14,52 15,51
2 21,45 92, 44 23,43 24, 42 25,41
3 31,35 32,34 33,33 34, 32 35,31
4 41,25 42,24 43,23 44,22 45,21
5 51,15 52, 14 53,13 54,12 55,11

Zauwazmy, ze:

« istnieje wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie: liczby wyznaczonej przez pare (ci, ¢3)
do liczby wyznaczonej przez pare (6 — ¢1,6 — ¢3), a ponadto suma takich dwoch liczb jest
w kazdym przypadku réwna 66,

» kazda z liczb dwucyfrowych zapisanych wylacznie za pomocg cyfr 1, 2, 3, 4, 5 jest
przyporzadkowana do doktadnie jednejpary (6 — c1,6 — c2), gdzie ¢; oraz ¢, to liczby
wybrane ze zbioru {1, 2,3,4,5}.

Oznacza to, ze dodajgc wszystkie liczby dwucyfrowe wpisane w ten sposob do tabeli:

e dodamy sumy par liczb wpisanych w 25 komorkach tabeli, czyli 25 razy liczbe 66,
» dokladnie dwa razy obliczymy kazdy sktadnik sumy S.

Stad
25 =25-66

awiec



S:%-25-66:25-33:825.

Przyktad 6

Obliczymy sume S wszystkich liczb trzycyfrowych zapisanych wylacznie za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4,
5 (cyfry mogg si¢ powtarzac).

Wszystkich liczb trzycyfrowych zapisanych wylacznie za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5 jest doktadnie
tyle, ile trzyelementowych ciagow (cy, co, ¢3), gdzie ¢y, ¢o oraz cs to liczby wybrane ze zbioru
{1,2,3,4,5}, z powtérzeniami. Tych liczb jest zatem 5 - 5 - 5 = 125.

Ich sume obliczymy dwoma sposobami.
e sposob I

Sumujemy otrzymane liczby trzycyfrowe, dzielgc je na 5 grup ze wzgledu na cyfre setek.
Zauwazamy, ze jest 25 liczb w kazdej takiej grupie. Przy czym dla ustalonej cyfry setek dopisane do
niej cyfry tworzg wszystkie mozliwe liczby dwucyfrowe zapisane wylgcznie za pomocg cyfr 1, 2, 3,
4,5.

Zatem:

sumujac wszystkie liczby z cyfra setek rowng 1, otrzymamy
25-100 + 5 - (10 + 20 + 30 + 40 + 50)+

+5-(1+2+3+4+5)

sumujac wszystkie liczby z cyfra setek rowng 2, otrzymamy
25-200 + 5 - (10 + 20 + 30 + 40 + 50)+

+5-(1+2+3+4+5)

sumujgc wszystkie liczby z cyfrg setek rowng 3, otrzymamy
25-300 + 5 - (10 + 20 + 30 + 40 + 50)+

+5-(1+2+3+4+5)

sumujac wszystkie liczby z cyfra setek rowng 4, otrzymamy

25-400 + 5 - (10 + 20 + 30 + 40 + 50)+



+5-(14+2+3+4+5)

» sumujac wszystkie liczby z cyfra setek rowng 5, otrzymamy

25-500 + 5 - (10 + 20 + 30 + 40 + 50)+
+5-(1+2+3+4+5).
Oznacza to, ze
S = 25- (100 + 200 + 300 + 400 + 500) + 5 -5 - (10 + 20 + 30 + 40 + 50)+
+5-5-(1+2+3+4+5)=
=25-111-(1+2+3+4+5)=25-111-15 = 41625

Zauwazmy, ze w tej sumie otrzymalisSmy 25 razy kazdg liczbe z ustalong cyfra na kolejnych
miejscach zapisu dziesietnego: jako cyfre setek, jako cyfre dziesigtek oraz jako cyfre jednosci.
Majgc to na uwadze, mozna bylo od razu zapisa¢ sume S w postaci

S = 25 - (100 -+ 200 + 300 + 400 + 500) + 25 - (10 + 20 + 30 + 40 + 50)+
4+25-(1+2+3+4+5).

e sposob II

Wypisujemy wszystkie liczby trzycyfrowe zapisane wylacznie za pomocg cyfr

1,2, 3,4, 5idokazdejz nich dopisujemy teraz drugg liczbe trzycyfrowa, w nastepujacy sposob: do
liczby opisanej przez trojke (cy, co, c3) dopisujemy liczbe opisang przez trojke

(6 —c1,6 — o, 6 — c3).

Zauwazmy, ze:

* istnieje wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie: liczby wyznaczonej przez trojke
(c1, €2, c3) do liczby wyznaczonej przez trojke (6 — ¢1,6 — ca,6 — c3), a ponadto suma takich
dwoch liczb jest w kazdym przypadku rowna 666,

» kazda z liczb trzycyfrowych zapisanych wylgcznie za pomocg cyfr 1,2,3,4,5 jest
przyporzadkowana do doktadnie jednej trojki (6 — ¢1,6 — ¢2,6 — c3), gdzie ¢y, ¢o oraz cs to
liczby wybrane ze zbioru {1, 2, 3,4,5}.

Oznacza to, ze dodajgc wszystkie wypisane w ten sposob liczby trzycyfrowe:

e dodamy sumy par liczb wpisanych w 125 przypadkach, czyli 125 razy liczbe
666,



» dokladnie dwa razy obliczymy kazdy sktadnik sumy S.

Stad
25 =125 666

awiec

S = % - 125 - 666 = 125 - 333 = 41625.

Zastosowanie reguty mnozenia oraz reguty dodawania

Przyktad 7

Rzucamy dwa razy symetryczng szescienna kostka do gry. Obliczymy, ile jest wszystkich wynikow
doswiadczenia, polegajagcego na tym, ze:

1. suma liczb wyrzuconych oczek jest parzysta.
W ponizszej tabeli przedstawiamy wszystkie mozliwe wyniki dwukrotnego rzutu kostka.
Zaznaczamy te, dla ktorych suma liczb wyrzuconych oczek jest parzysta.

wy/wy 123 4 5 6
1 T T T 3 mozliwosci
2 T T T 3 mozliwosci
3 T x T 3 mozliwosci
4 T T T 3 mozliwosci
5 T T T 3 mozliwosci
6 T T T 3 mozliwosci

Razem: B+3+3)+(3+3+3)=3-3+3-3=18
Zatem wszystkich takich wynikow jest 18.

Zauwazmy przy okazji, ze warto od razu podzieli¢ wyniki pojedynczego rzutu ze wzgledu na
parzystos¢ liczby wyrzuconych oczek:

wynik pojedynczego rzutu wyniki nieparzyste wyniki parzyste
{1, 2, 3, 4, 5, 6} {1, 3, 5} {2, 4, 6}
6 mozliwosci 3 mozliwosci 3 mozliwosci

Przy zliczaniu konkretnych mozliwosci skorzystamy z tego podziatu oraz zastosujemy dwie
poznane zasady: regute mnozenia i regute dodawania.



Zauwazmy, ze aby suma liczb wyrzuconych oczek byta parzysta, musimy w obu rzutach otrzymac
liczby oczek tej samej parzystosci. Oznacza to, ze:

o dokazdejz 3 nieparzystych liczb oczek wyrzuconych za pierwszym razem musimy za drugim
razem wyrzucic¢ jedng z 3 nieparzystych liczb oczek, co daje tacznie 3 - 3 = 9 mozliwosci,

» dokazdejz 3 parzystych liczb oczek wyrzuconych za pierwszym razem musimy za drugim
razem wyrzucic jedng z 3 parzystych liczb oczek, co daje tacznie 3 - 3 = 9 mozliwosci.
Wobec tego w sumie otrzymujemy 3 - 3 4+ 3 - 3 = 18 wynikow, dla ktorych suma liczb
wyrzuconych oczek jest parzysta.

2. lloczyn liczb wyrzuconych oczek jest liczbg nieparzysta.
Aby iloczyn liczb wyrzuconych oczek byl nieparzysty, w obu rzutach musimy otrzymac liczbe
nieparzysta. Zatem do kazdej z 3 nieparzystych liczb oczek wyrzuconych za pierwszym razem
musimy za drugim razem wyrzucic jedna z 3 nieparzystych liczb oczek, co daje tacznie
3 - 3 = 9 mozliwosci.

3. lloczyn liczb wyrzuconych oczek jest parzysty.
Aby iloczyn liczb wyrzuconych oczek byt parzysty, w co najmniej jednym z rzutow musimy
otrzymac parzysta liczbe oczek. Oznacza to, ze:

» do kazdejz 3 parzystych liczb oczek wyrzuconych za pierwszym razem mozemy za drugim
razem wyrzuci¢ dowolng liczbe oczek, co daje 1acznie 3 - 6 = 18 mozliwosci,

» do kazdejz 3 nieparzystych liczb oczek wyrzuconych za pierwszym razem mozemy za drugim
razem wyrzucic¢ jedng z 3 parzystych liczb oczek, co daje tacznie 3 - 3 = 9 mozliwosci.
Wobec tego w sumie otrzymujemy 3 - 6 4+ 3 - 3 = 27 wynikow, dla ktérych iloczyn liczb
wyrzuconych oczek jest parzysty.

Zauwazmy przy okazji, ze zbior wszystkich wynikéw dwukrotnego rzutu kostka mozna rozbi¢
na dwa podzbiory:

A - tych wynikow, dla ktérych iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest nieparzysty,

B - tych wynikéw, dla ktorych iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest parzysty.

Wtedy

AUB| =|A| +|B]

przy czym |A U B| = 6 - 6 = 36 (tyle jest wszystkich mozliwych wynikéw dwukrotnego rzutu
kostkg) oraz |A| = 3 - 3 = 9 (tyle jest wynikéw dwukrotnego rzutu kostka, dla ktorych iloczyn
liczb wyrzuconych oczek jest nieparzysty). Zatem

36 =9 + |B]

stad

|B| =36 —9 =27

4. Iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest podzielny przez 6.

Tym razem zaznaczamy w tabeli te wyniki, dla ktorych iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest
podzielny przez 6.

1 x 1 mozliwos¢

2 x 2 mozliwosci

3 T T T 3 mozliwosci



4 T T 2 mozliwosci
5 T 1 mozliwos¢
6 r x| x| @ =z T 6 mozliwosSci

Razem: | 1+2+3+2+14+6=2-1+2-2+1-34+1-6-=

Zatem wszystkich takich wynikow jest 15.

Podsumowujgc zauwazmy, ze mozna wyniki pojedynczego rzutu podzieli¢ na przypadki ze
wzgledu na to, jaka reszte z dzielenia przez 6 daje wyrzucona liczba oczek.
Wtedy:

« jezeli za pierwszym razem wyrzucimy 6 oczek, to liczba oczek wyrzuconych za drugim razem
jest dowolna, co daje tacznie 1 - 6 = 6 mozliwosci,

* jezeli za pierwszym razem wyrzucimy 2 lub 4 oczka, to za drugim razem musimy wyrzuci¢ 3
lub 6 oczek (czyli liczbe oczek, ktora dzieli si¢ przez 3), co daje tacznie 2 - 2 = 4 mozliwosci,

* jezeli za pierwszym razem wyrzucimy 3 oczka, to za drugim razem musimy wyrzucic 2, 4 lub 6
oczek (czyli liczbe oczek, ktora dzieli si¢ przez 2), co daje fgcznie 1 - 3 = 3 mozliwosci,

* jezeli za pierwszym razem wyrzucimy 1 lub 5 oczek, to za drugim razem musimy wyrzucic 6
oczek (czyli liczbe oczek, ktora dzieli si¢ przez 6), co daje tacznie 2 - 1 = 2 mozliwosci.

Zatem wszystkich takich wynikow jest1-6 +2-2+1-342-1 = 15.

Przyktad 8

W pudetku jest 17 kul, ponumerowanych od 1 do 17. Z tego pudelka losujemy dwa razy po jedne;j
kuli, przy czym po losowaniu wrzucamy wylosowang kule z powrotem do pudetka.

Inaczej mowigc: ze zbioru {1, 2, 3, ..., 16, 17} losujemy dwa razy po jednejliczbie, ze
zwracaniem.

Obliczymy, ile jest wszystkich wynikéw doswiadczenia.

1. Suma wylosowanych liczb jest parzysta.
Dzielimy wyniki pojedynczego losowania ze wzgledu na parzysto$¢ wylosowanej liczby:

ik pojed
wym loz?;a;/ir:‘czego wyniki nieparzyste wyniki parzyste
(1,23 16, 17} {1, 3, 5, 7,9, 11, 13, 15, 17} | {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16}
17 mozliwosci 9 mozliwosci 8 mozliwosci

Zauwazmy, ze aby suma wylosowanych liczb byla parzysta, musimy w obu rzutach otrzymac liczby
tej samej parzystosci. Oznacza to, ze:

o dokazdejz 9 liczb nieparzystych wylosowanych za pierwszym razem musimy za drugim razem
ponownie wylosowac jedna z 9 liczb nieparzystych, co daje Iacznie 9 - 9 = 81 mozliwosci,

o dokazdejz 8 liczb nieparzystych wylosowanych za pierwszym razem musimy za drugim razem
ponownie wylosowac jedna z 8 liczb nieparzystych, co daje lgcznie 8 - 8 = 64 mozliwosci.



Wobec tego tacznie otrzymujemy 9 - 9 4 8 - 8 = 81 + 64 = 145 wynikow, dla ktérych suma
wylosowanych liczb jest parzysta.

2. Iloczyn wylosowanych liczb jest parzysty.
Zbior wszystkich wynikow dwukrotnego losowania ze zwracaniem ze zbioru
{1, 2, 3, ..., 16, 17} mozna rozbi¢ na dwa podzbiory:
A - tych wynikow, dla ktérych iloczyn wylosowanych liczb jest nieparzysty,
B - tych wynikow, dla ktérych iloczyn wylosowanych liczb jest parzysty.
Wtedy
[AUB]| = |A| +B],
przy czym |A U B| = 17 - 17 = 289 (tyle jest wszystkich mozliwych wynikow takiego
losowania) oraz |[A| =9 - 9 = 81 (tyle jest wynikow, dla ktorych iloczyn wylosowanych liczb jest
nieparzysty).
Zatem | B| = 289 — 81 = 208, co oznacza, ze jest 208 wynikow tego doswiadczenia, dla
ktorych iloczyn wylosowanych liczb jest parzysty.
3. lloczyn wylosowanych liczb jest podzielny przez 6?

e sposob I
Postuzymy sie metodg tabeli.
Rozpatrzmy najpierw wzorcowa tabele, w ktorej opisane sa przypadki odpowiadajace
wszystkim mozliwym wynikom losowania ze wzgledu na reszte z dzielenia przez 6.
Zaznaczamy w niej te, dla ktorych iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest podzielny przez 6.

wy /ws resztal reszta 2 reszta 3 reszta 4 reszta 5 reszta(
resztal x
reszta 2 T T
reszta 3 T T x
reszta 4 x T
reszta 5 x
reszta 0 T T x x x x

Wszystkich takich wynikéw jest 15. Dzielimy teraz wyniki obu losowan na trzy podzbiory:

{1, 2, 3, 4, 5, 6},{7, 8, 9, 10, 11, 12} oraz {13, 14, 15, 16, 17}. W zbiorczej tabeli zliczamy
wszystkie mozliwosci w 9 przypadkach, dla kazdego z nich odczytujgc liczbe mozliwosci ze
wzorcowej tabeli.

W Jws {1,2,3,4,5 6 {7,8,9,10, 11, 12} = {13, 14, 15, 16, 17}
15-6=9
{1, 2, 3, 4, 5, 6} 15 mozliwosci 15 mozliwo$ci L
mozliwosci
e e 15-6=9
{7, 8, 9, 10, 11, 12} 15 mozliwosci 15 mozliwos$ci L
mozliwosci
15-6=9 15-6=9
{13, 14, 15, 16, 17} 4 mozliwosci

mozliwos$ci mozliwosci



Mamy wiec:

o 4 przypadki, ktore daja 15 wynikow z iloczynem liczb podzielnym przez 6,
o 4 przypadki, ktore daja 9 wynikéw z iloczynem liczb podzielnym przez 6,
» oraz 1 przypadek, ktory daje 4 wyniki z iloczynem liczb podzielnym przez 6.

Lacznie otrzymujemy 4 -15+4-9+1-4 = 60 + 36 + 4 = 100 wynikow, dla ktorych iloczyn
wylosowanych liczb jest podzielny przez 6.

Uwaga. Mozna tez byto rozbudowac zbiorczg tabele do postaci.

wy Jws {1,2, 3, 4,5 6} {7,809, 10, 11, 12} = {13, 14, 15, 16, 17,

{1, 2, 3, 4, 5, 6} 15 mozliwosci 15 mozliwosci 15 mozliwosci
{7, 8,9, 10, 11, 12} 15 mozliwosci 15 mozliwosci 15 mozliwo$ci
{13, 14, 15, 16, 17, 18} 15 mozliwosci 15 mozliwosci 15 mozliwo$ci

Zauwazmy, ze wsrod wszystkich wyznaczonych w niej9 - 15 = 135 mozliwosci niepotrzebne nam
sa wszystkie te, w ktorych przynajmniejraz wylosowano liczbe 18. Tych niepotrzebnych
przypadkow jest 18 4 18 — 1 = 35, a wiec jest 135 — 35 = 100 wynikow, dla ktorych iloczyn
wylosowanych liczb jest podzielny przez 6.

e sposob II
Podzielimy wyniki pojedynczego losowania na przypadki ze wzgledu na to, jakg reszte
z dzielenia przez 6 daje wylosowana liczba, przy czym grupujemy je jak ponizej:

wyniki
) ) wyniki podzielne wyniki podzielne
k d
wyni lozc:eaz:lczego podzielne przez 3 przez 2 i niepodzilne pozostale v
w.
{23 16, 17} przez 6 i niepodzielne przez 6 {1, 5, 7, 11,
R {6, 12} przez 6 {2, 4, 8, 10, 14, 16}
{3, 9, 15}
17 mozliwosSci . ,2 . 3 mozliwosci 6 mozliwosSci 6 mozliw
mozliwosci

Obliczamy, odwotujgc si¢ do tych przypadkow:

jezeli za pierwszym razem wylosujemy jedna z liczb: 6 lub 12, to liczba wylosowana za drugim
razem jest dowolna, co daje tgcznie 2 - 17 = 34 mozliwosci,
jezeli za pierwszym razem wylosujemy jedng z liczb: 3, 9 lub 15, to za drugim razem musimy

wylosowac liczbe parzysta, co daje tacznie 3 - (2 4+ 6) = 24 mozliwosci,

jezeli za pierwszym razem wylosujemy jedna z liczb: 2, 4, 8, 10, 14 lub 16, to za drugim razem
musimy wylosowac¢ liczbe podzielng przez 3, co daje tacznie 6 - (2 + 3) = 30 mozliwosci,

jezeli za pierwszym razem wylosujemy jedng z liczb: 1, 5, 7,11, 13 lub 17, to za drugim razem
musimy wylosowac liczbe podzielng przez 6, co daje tacznie 6 - 2 = 12 mozliwosci.

Lacznie otrzymujemy 2 - 17+ 3-8+ 65+ 6 -2 = 34 4 24 + 30 + 12 = 100 wynikow, dla
ktorych iloczyn wylosowanych liczb jest podzielny przez 6.



Przyktad 9

Obliczymy, ile jest czterocyfrowych liczb naturalnych, w ktérych zapisie:

1.

cyfra jednosci jest parzysta.

W zapisie kazdej z takich liczb na miejscu cyfry tysiecy moze wystgpi¢ dowolna cyfra rézna od
zera (9 mozliwosci), na miejscu cyfry setek — dowolna cyfra (10 mozliwosci), na miejscu cyfry
dziesigtek - dowolna cyfra (10 mozliwosci), a na miejscu cyfry jednosci musi wystgpi¢ jedna
z cyir: 0, 2, 4, 6 lub 8 (5 mozliwosci). Do obliczenia wszystkich mozliwos$ci stosujemy regute
mnozenia:

9-10-10-5 = 4500.

Uwaga. Czterocyfrowa liczba naturalna ma na miejscu cyfry jednosci cyfre parzysta wtedy

i tylko wtedy, gdy jest liczbg parzysta. Poniewaz czterocyfrowych liczb parzystych jest

% - 9000 = 4500, wiec doktadnie tyle jest czterocyfrowych liczb naturalnych, w ktorych
zapisie cyfra jednosci jest parzysta.

. cyfra tysiecy jest parzysta.

W zapisie kazdej z takich liczb na miejscu cyfry tysiecy moze wystgpic¢ jedna z cyfr: 2, 4, 6 lub 8
(4 mozliwosci), a na kazdym z miejsc: cyfry setek, cyfry dziesigtek oraz cyfry jednosci nalezy
wstawi¢ dowolnie wybrana cyfre (za kazdym razem mamy 10 mozliwosci).

Do obliczenia wszystkich mozliwosci stosujemy regute mnozenia:

4-10-10-10 = 4000.

. doktadnie jedna cyfra jest parzysta.

Rozpatrujemy przypadki:

parzysta jest jedynie cyfra tysiecy:

wtedy na miejscu cyfry tysiecy musi wystgpic jedna z cyfr: 2, 4, 6 lub 8 (4 mozliwosci), a na
kazdym z pozostatych miejsc musi wystgpi¢ cyfra nieparzysta (za kazdym razem mamy 5
mozliwosci).

Zatem wszystkich mozliwosci jest4 -5 -5 - 5 = 500,

parzysta jest jedynie cyfra setek:

wtedy na miejscu cyfry setek musi wystapic cyfra parzysta (5 mozliwosci), a na kazdym

z pozostatych miejsc musi wystapi¢ cyfra nieparzysta (za kazdym razem mamy 5 mozliwosci).
Oznacza to, ze wszystkich mozliwosci jest5-5-5 - 5 = 625,

parzysta jest jedynie cyfra dziesigtek:

wtedy na miejscu cyfry dziesigtek musi wystgpi¢ cyfra parzysta (b mozliwosci), a na kazdym
z pozostatych miejsc musi wystgpi¢ cyfra nieparzysta (za kazdym razem mamy 5 mozliwosci).
Oznacza to, ze wszystkich mozliwoscijest 5 -5 -5 - 5 = 625,

parzysta jest jedynie cyfra jednosci:

wtedy na miejscu cyfry jednosci musi wystgpic¢ cyfra parzysta (5 mozliwosci), a na kazdym

z pozostatych miejsc musi wystgpi¢ cyfra nieparzysta (za kazdym razem mamy 5 mozliwosci).
Oznacza to, ze wszystkich mozliwosci jest5-5 -5 - 5 = 625.

Ostatecznie stwierdzamy, ze jest 500 + 3 - 625 = 2375 czterocyfrowych liczb naturalnych,
w ktorych dokladnie jedna cyfra jest parzysta.

. cyfra dziesiatek jest o 2 wieksza od cyfry setek.

W zapisie kazdej z szukanych liczb na miejscu cyfry tysiecy moze wystgpi¢ dowolna cyfra
rozna od zera (9 mozliwos$ci), a na miejscu cyfr jednosci - dowolna cyfra (10 mozliwoSci).



Poniewaz cyfra dziesiatek jest o 2 wieksza od cyfry setek, wiec na miejscu cyfry dziesigtek
moze wystapic jedna z cyfr: 9, 8,7, 6, 5, 4, 3, 2 i wtedy na miejscu cyfry setek wystapi cyfra
odpowiednio 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0, tzn. mozliwych jest 8 liczb dwucyfrowych utworzonych przez
cyfre setek i cyfre dziesigtek: 97, 86, 75, 64, 53, 42, 31, 20.

Wynika z tego, ze jest 9 - 10 - 8 = 720 liczb naturalnych czterocyfrowych, w ktorych cyfra
dziesiatek jest o 2 wigksza od cyfry setek.

Przyktad 10

Obliczymy, ile jest liczb naturalnych czterocyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuje 0, jest
doktadnie jedna cyfra 4 i dokladnie jedna cyfra nieparzysta.

Szkic rozwigzania.

Podzielmy zbior {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} jak ponizej, zgodnie z warunkami podanymi w zadaniu.

cyfra 4
cyfry do wyboru cyfry nieparzyste (np) pozostale cyfry
{1, 2, 3,4, 5,6, 7,8, 9} {4} {1, 3, 5, 7, 9} {2, 6, 8}
9 elementow 1 element 5 elementow 3 elementy

Najpierw wybierzemy dwa miejsca, na ktorych ustawimy odpowiednio: cyfre 4 oraz cyfre
nieparzysta.

Mozliwe wybory opiszemy, wskazujac miejsce w czteroelementowym ciagu, zgodne
z przyporzadkowaniem do odpowiedniego rzedu. Wybory te ilustruje ponizsza tabelka.

Miejsce dla cyfry 4/ rad o
miejsce dla cyfry rzad tysiecy rzad setek dzies? tek 'edniéci
nieparzystej : J
4 4
rzad tysiecy (np, ) (np,_,4,_) (p, _), —
(4 (—,np,_,4
rzad setek _np.4._
3 np._ ) (_,np ) )
4 4 4
rzad dziesigtek (4, —.np, (- (—,_,np,
-) ,np, _) )
4 4 4
rzad jednoSci (4. - (— (= -
—,0p) ,_,0p) ,np)

Takich mozliwosci jest wiec 4 - 3, bo wybieramy te dwa miejsca bez powtorzen (nie jest,
oczywiscie, mozliwe, zeby na tym samym miejscu zapisana byla cyfra 4 i jednoczes$nie cyfra
nieparzysta).



W kazdym z tych 12 przypadkow pozostaje nam wstawi¢ konkretne cyfry w trzy miejsca (cyfra 4
swoje miejsce juz zajeta):

 jedno dla cyfry nieparzystej - jest 5 takich mozliwosci,
 dwa pozostate miejsca; w kazde z nich musimy wstawi¢ cyfre parzystg ze zbioru {2, 6,8} - jest
3 - 3 = 9 takich mozliwosci.

Zatem w sumie mamy 3 - 4 = 12 rozlgcznych przypadkoéw wyboru miejsc dla cyfr wyréznionych
w tresci zadania (jak w tabelce), a w kazdym z nich mamy 5 - 3 - 3 mozliwoSci wstawienia
odpowiednich cyfr.

Korzystajac z reguty mnozenia, ostatecznie otrzymujemy
(3-4)-(5-3-3) =12-45 =540
liczb naturalnych czterocyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuje 0, jest doktadnie jedna cyfra 4
i doktadnie jedna cyfra nieparzysta.
Uwaga. Powyzsze zliczanie mozemy tez roztozyC na trzy etapy:
(1) wybor miejsca dla cyfry 4 i zapisanie tej cyfry (4 mozliwosci),
(2) wybor miejsca dla cyfry nieparzysteji zapisanie tej cyfry (3 - 5 mozliwosci),
(3) zapisanie cyfr na pozostatych dwoch miejscach (3 - 3 mozliwosci).

Poniewaz wyborow tych dokonujemy niezaleznie, to korzystajac z reguty mnozenia, obliczamy, Ze
szukanych liczb jest

4-3-5-3-3=540.

Zliczajac w poprzednim przykladzie wszystkie mozliwosci wyboru miejsc, na ktorych nalezato
ustawi¢ cyfre 4 oraz cyfre nieparzystg, opisywaliSmy wybor dwoch miejsc z czterech dostepnych,
bez powtorzen.

W kolejnych przyktadach zajmiemy sie obliczaniem wszystkich mozliwych wyborow
dokonywanych w pewnych sytuacjach, przy czym za kazdym razem bez powtorzen.

Przyktad 11
Obliczymy, ile jest:

1. liczb dwucyfrowych o roznych cyfrach, w ktorych nie wystepuje cyfra 0.
Zliczanie rozkladamy na dwa etapy:
(1) zapisanie cyfry dziesigtek (9 mozliwosci),
(2) zapisanie cyfry jednosci, roznej od cyfry dziesigtek (8 mozliwosci).
Zatem szukanych liczb dwucyfrowych o roznych cyfrach, w ktorych nie wystepuje cyfra 0, jest
9 -8 = 72. Wybory i wszystkie utworzone w ich wyniku liczby mozna przedstawi¢ w tabeli.



01/02 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 12 13 14 15 16 17 18 19
2 21 23 24 25 26 27 28 29
3 31 32 34 35 36 37 38 39
4 41 42 43 45 46 47 48 49
5 51 52 93 54 56 57 58 59
6 61 62 63 64 65 67 68 69
7 71 72 73 74 75 76 78 79
8 81 82 83 84 85 86 87 89
9 91 92 93 94 95 96 97 98

2. liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach, w ktorych nie wystepuje ani cyfra 0, ani cyfra 5.
Zliczanie rozkltadamy na trzy etapy:
(1) zapisanie cyfry setek (8 mozliwosci),
(2) zapisanie cyfry dziesigtek, roznejod cyfry setek (7 mozliwosci),
(3) zapisanie cyfry jednoéci, roznej od cyfry setek i od cyfry dziesiatek (6 mozliwosci).
Zatem szukanych liczb trzycyfrowych o roznych cyfrach, w ktorych nie wystepuje ani cyfra 0,
ani cyfra 5, jest
8-7-6=2336

3. liczb czterocyfrowych o roznych cyfrach, w zapisie ktorych nie wystepuje zadna z cyfr: 0,2,4.
Zliczanie rozktadamy na cztery etapy:
(1) zapisanie cyfry tysiecy (7 mozliwosci),
(2) zapisanie cyfry setek, roznejod cyfry tysiecy (6 mozliwosci),
(3) zapisanie cyfry dziesiatek, roznej od cyfry tysiecyi od cyfry setek (5 mozliwosci),
(4) zapisanie cyfry jednoéci, roznej od kazdej z trzech cyfr zapisanych wczeéniej (4
mozliwosci),
Zatem szukanych liczb czterocyfrowych o réznych cyfrach, w zapisie ktorych nie wystepuje
zadna z cyfr: 0, 2, 4, jest

7-6-5-4=2840
4. liczb pigciocyfrowych o réznych cyfrach, w zapisie ktorych wystepuja wylacznie cyfry 1, 2, 3, 4
,5,6,7.

Zliczanie rozktadamy na pie¢ etapow:

(1) zapisanie cyfry dziesiatek tysiecy (7 mozliwosci),

(2) zapisanie cyfry tysiecy, roéznej od cyfry dziesiagtek tysiecy (6 mozliwosci),

(3) zapisanie cyfry setek, roznej od cyfr: tysiecy oraz dziesigtek tysiecy (5 mozliwosci),

(4) zapisanie cyfry dziesiatek, roznej od kazdej z trzech cyfr zapisanych wczesniej (4 mozliwosci),

(5) zapisanie cyfry jednosci, roznej od kazdej z czterech cyfr zapisanych wczesniej (3 mozliwosci).



Zatem szukanych liczb pieciocyfrowych o réznych cyfrach, w zapisie ktorych wystepuja wytacznie
cyfry 1,2, 3,4,5,6, 7, jest:

7-6-5-4-3=2520.

Przyktad 12

Flage, taka jak pokazana na rysunku, nalezy zszy¢ z trzech jednakowych pasow kolorowej tkaniny.
Kolory pasow gornego, srodkowego i dolnego majg by¢ parami rozne. Obliczymy, ile takich réznych
flag mozna utworzy¢, majac do dyspozyciji tkaniny w szesciu roznych kolorach.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki k6dzkie], licencja: CC BY 3.0.
Zliczanie liczby flag rozktadamy na trzy etapy:

(1) wybdr koloru dla gérnego pasa (6 mozliwosci),

(2) wybor koloru dla srodkowego pasa (5 mozliwosci),
(3) wybor koloru dla dolnego pasa (4 mozliwosci).

Zatem liczba wszystkich mozliwych takich flag jest rowna

6-5-4=120.

Wariacje bez powtoérzen

W ostatnich przyktadach mieliSmy do czynienia z doSwiadczeniami polegajagcymi na wyborze kolejno
pewnejliczby elementéw z ustalonego zbioru, przy czym wybierane elementy nie mogly sie
powtarzac.

Zalozmy, ze mamy do czynienia z do$wiadczeniem polegajacym na wyborze kolejno k elementow ze
zbioru n - elementowego, bez powtorzen (k jest liczbg catkowitg spelniajacq uktad nieréwnosci
1 < k< n).



Rozumujgc podobnie jak w tych przyktadach, rozt6zmy doswiadczenie na k etapow. Wtedy

w kolejnych etapach od pierwszego do ostatniego (0 numerze k) liczby mozliwo$ci bedg rowne
odpowiednion,n — 1,n — 2azdon — (k — 1). Stosujgc regute mnozenia, stwierdzamy, ze
wszystkich mozliwych wynikow takiego doswiadczenia jest

n-(n-1)-(n—-2)-...-(n—k+1).

~
k czynnikow

Doswiadczenie polegajace na wyborze kolejno k — elementow ze zbioru n - elementowego, bez
powtoérzen, gdzie k jest liczbg catkowitg spetniajacg warunek 1 < k < n, nazywa si¢ zwyczajowo k -
wyrazowa wariacja bez powtdrzen zbioru n - elementowego.

Modelem dla tego typu doswiadczenia jest k — wyrazowy cigg o elementach wybranych ze zbioru n -
elementowego bez powtorzen.

Na podstawie spostrzezenia poczynionego powyzej formutujemy twierdzenie.
Wi1asnosc¢: liczba k - wyrazowych wariacji bez powtérzen zbioru n - elementowego

Liczba wszystkich k - wyrazowych wariacji bez powtorzen zbioru n-elementowego jest rowna

@-(n—l)-(n—2)-...-(n—k—|—1).

~
k czynnik6w

Wazne!

Uwaga. Iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 don

nazywa sie silnig liczby n i oznacza si¢ symbolem n!, co czytamy ,, n silnia”.

Zauwazmy, ze jesli liczbe

n-(n—1)-(n—=2)-...-(n—k+1)

(. J/

~
k czynnikow

pomnozymy i jednocze$nie podzielimy przez iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 don — k,
czyli przez liczbe (n — k)!, to stwierdzimy, ze liczba wszystkich k - wyrazowych wariacji bez
powtorzen zbioru n - elementowego jest rowna




n-m—1)-n-2)-...-(n—k+1)-(n—k)-(n—k—1)-...-1 n!
(n—k)! (n— k)"

Przyktad 13
Korzystajyc z twierdzenia o liczbie wszystkich wariacji bez powtorzen, obliczymy, ze

1. liczba wszystkich sposobow, na jakie Jas i Matgosia moga usigs¢ na dwoch sposrod siedmiu
wolnych miejsc w kinie, jest rowna 7 - 6 = 42, co mozna tez zapisac jako %

2. liczba wszystkich mozliwych trzyliterowych napiséw o réznych literach wybranych ze zbioru
{a,e,j,k,m} jestrowna’ - 4 - 3 = 60. Te liczbe mozna tez zapisac jako %

3. liczba wszystkich mozliwych sposobow rozmieszczenia 4 roznych kul w 6 roznych pudetkach
tak, zeby w kazdym pudetku znalazta sie co najwyzejjedna kula, jest rowna 6 - 5 -4 - 3 = 360,
co mozna tez zapisac jako g—:

4. liczba wszystkich mozliwych wyborow 3 osob, kolejno: przewodniczacego, zastepcy
i skarbnika do samorzadu 32 - osobowejklasy to 32 - 31 - 30 = 29760. Otrzymany wynik mozna
tez zapisaC w postaci 3—3:

5. liczba wszystkich mozliwych sposoboéw wylosowania kolejno 5 kart (jedna po drugiej)

z brydzowej talii 52 kart to 52 - 51 - 50 - 49 - 48 = 311875200. Otrzymany wynik mozna tez
zapisa¢ jako 22 47,

6. liczba wszystkich mozliwych sposobow, na ktore grupa 6 dziewczynek moze zajg¢ miejsca
w szeScioosobowym rzedzie, to 6 -5-4 -3 -2 -1 = 720. Ten wynik mozna tez zapisac¢
w postaci 6!.

7. liczba wszystkich mozliwych napiséw otrzymanych z przestawiania liter wyrazu ,,ptot” to
4-3-2-1=24. Otrzymany wynik mozna tez zapisac jako 4!.

Permutacje
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Zrédto: Zespét autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.
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Animacja przedstawia czym sg permutacje i w jakich okoliczno$ciach mozemy je stosowac.

W poprzednim przyktadzie:

e w podpunkcie 6) rozpatrywaliSmy szesciowyrazowa wariacje bez powtorzen zbioru
sze$cioelementowego,

« w podpunkcie 7) rozpatrywali$my czterowyrazowa wariacje bez powtorzen zbioru
czteroelementowego.

W przypadku k = n wariacj¢ bez powtorzen nazywamy permutacja zbioru n- elementowego.

Zatem permutacja zbioru n-elementowego nazywamy kazdy cigg utworzony ze wszystkich wyrazéw
tego zbioru, a liczba wszystkich permutacji zbioru n - elementowego jest rowna
n-(n—1)-(n—2)-...-1=nl

Przyktad 14

Obliczymy, ile jest wszystkich takich liczb pieciocyfrowych o réznych cyfrach zapisanych za
pomocy cyfr 1, 2, 3, 4, 5, w ktorych zapisie:

1. cyfra 1 zapisana jest na pierwszym miejscu od lewe;j.
Zapisujemy cyfre 1 na pierwszym miejscu od lewej. Pozostaje nam rozmiesci¢ pozostate 4 cyfry
na 4 miejscach, comozna zrobi¢ na4 - 3 - 2 - 1 = 24 sposoby. Oznacza to, ze sg 24 takie liczby.

2. miedzy cyframi 1 oraz 2 zapisane sg trzy inne cyfry.
Z tresci zadania wynika, ze cyfry 1 oraz 2 muszg zajg¢ dwa skrajne miejsca, a pozostate trzy
cyfry trzeba wpisa¢ na trzech miejscach miedzy nimi. Wobec tego cyfry 1 i 2 zapiszemy na dwa
sposoby, a w kazdym z tych przypadkow cyfry 3, 4, 5 zapiszemyna 3 - 2 - 1 = 6 sposobow.
Zatem wszystkich takich liczb jest 2 - 6 = 12.

3. cyfry 1 oraz 2 nie sg zapisane obok siebie.

e sposob I
Zliczanie rozktadamy na trzy etapy:

» wybor miejsca dla cyfry 1 i zapisanie tej cyfry,
» wybor miejsca dla cyfry 2 i zapisanie tej cyfry,
 zapisanie pozostatych trzech cyfr.

Mamy dwa istotnie rozne przypadki:

« jezeli cyfre 1 zapiszemy na jednym z dwoch skrajnych miejsc, to cyfre 2 bedziemy mogli
zapisac¢ na jednym z trzech miejsc, a wtedy pozostate trzy cyfry rozmieszczamy na trzech
dostepnych miejscach na 3! sposobéw. W tym przypadku mamy wiec 2 - 3 - 3! = 36 sposobow
zapisu takich liczb.

« jezeli cyfre 1 zapiszemy na miejscu drugim, trzecim lub czwartym, to cyfre 2 bedziemy mogli
zapisa¢ na jednym z dwoch miejsc, a wtedy pozostale trzy cyfry rozmieszczamy na trzech
dostepnych miejscach na 3! sposobow. W tym przypadku mamy wiec 3 - 2 - 3! = 36 sposobow
zapisu takich liczb.

Wobec tego wszystkich takich liczb jest 36 + 36 = 72.




sposob II

Zauwazamy, ze wszystkich liczb pieciocyfrowych o réznych cyfrach zapisanych za pomocg
cyfr1,2,3,4,5jest5-4-3-2-1 = 120. W zapisie kazdej z tych liczb cyfry 1, 2 s3 zapisane
obok siebie albo nie s3 zapisane obok siebie. Dla ustalenia, ile jest liczb w drugim przypadku,
wystarczy wiec obliczy¢, ile jest takich liczb, w ktorych cyfry 1, 2 s3 zapisane obok siebie.
Zliczanie rozktadamy na dwa etapy:

- wybor dwoch miejsc dla cyfr 1, 2 oraz zapisanie tych cyfr,

- zapisanie pozostatych trzech cyfr.

Mamy cztery mozliwo$ci wyboru sgsiednich miejsc dla cyfr 1, 2: pierwsze i drugie lub drugie
i trzecie, lub trzecie i czwarte, lub czwarte i pigte. W kazdym z tych czterech przypadkow
cyfry 1, 2 mozemy zapisa¢ na wybranych miejscach na dwa sposoby. W drugim etapie
zapisujemy pozostate trzy cyfry na trzech dostepnych miejscach, co mozna zrobi¢ na 3!
sposobow. Oznacza to, ze wszystkich takich liczb pieciocyfrowych, w ktorych cyfry 1, 2 sg
zapisane obok siebie, jest 4 - 2 - 3! = 48. Stad wszystkich takich liczb pigciocyfrowych,

w ktorych cyfry 1, 2 nie sg zapisane obok siebie, jest 120 — 48 = 72.

Uwaga. Zliczanie wszystkich mozliwych liczb pieciocyfrowych o réznych cyfrach zapisanych
za pomocg cyfr 1, 2, 3, 4, 5 w ktorych cyfry 1, 2 sg zapisane obok siebie, mozna przeprowadzic¢
w nastepujacy sposob:

Dwie sgsiadujace cyfry 1, 2 zapisujemy jako jeden nowy obiekt, ktory oznaczamy jako np. z.
Nastepnie obliczamy liczbe mozliwych rozmieszczen 4 elementow: bloku x oraz cyfr 3, 4, 5, -
takich rozmieszczen jest 4! = 24. W kazdym z nich trzeba jeszcze zamieni¢ = na zapisane
obok siebie cyfry 1, 2, co mozna zrobi¢ na 2 sposoby. Ostatecznie stwierdzamy, ze wszystkich
mozliwych liczb pieciocyfrowych o roéznych cyfrach zapisanych za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5,
w ktorych cyfry 1, 2 sg zapisane obok siebie, jest 2 - 24 = 48.

1. cyfra 1 jest zapisana przed cyfra 2 (patrzac od lewej).

sposob I

Numerujemy od lewej miejsca, na ktorych mozna zapisa¢ cyfry takiejliczby pieciocyfrowe;j: (1), (2),

(3), (4), (5).

Zliczanie rozktadamy na dwa etapy:

wybor miejsc dla cyfr 1, 2 oraz zapisanie tych cyfr,
zapisanie pozostatych trzech cyfr.

Poniewaz numer miejsca dla cyfry 1 musi by¢ mniejszy od numeru miejsca dla cyfry 2, wiec:

jezeli cyfre 1 zapiszemy na miejscu (1), to dla cyfry 2 zostajg do wyboru 4 miejsca,
jezeli cyfre 1 zapiszemy na miejscu (2), to dla cyfry 2 zostajg do wyboru 3 miejsca,

jezeli cyfre 1 zapiszemy na miejscu (4), to dla cyfry 2 zostaje do wyboru 1 miejsce,

).

),
),
jezeli cyfre 1 zapiszemy na miejscu (3), to dla cyfry 2 zostajg do wyboru 2 miejsca,
),
(5

cyfry 1 nie mozna zapisa¢ na miejscu

Oznacza to, ze jest doktadnie 4 4 3 + 2 + 1 = 10 mozliwosci wyboru miejsc i zapisania cyfr 1, 2.
W kazdym z tych przypadkow pozostaje nam zapisac cyfry 3, 4, 5 na pozostatych trzech miejscach,
co mozna zrobi¢ na 3! = 6 sposobow. Zatem wszystkich liczb pieciocyfrowych o réznych cyfrach,



zapisanych za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5, w ktorych cyfra 1 jest zapisana przed cyfra 2 (patrzac od
lewej) jest 10 - 6 = 60.

e sposob II

Rozbijemy zbior liczb pigciocyfrowych o réznych cyfrach zapisanych za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5 na
dwa podzbiory:

A - tych liczb, w ktorych cyfra 1 jest zapisana przed cyfra 2,
B - tych liczb, w ktorych cyfra 2 jest zapisana przed cyfrg 1.
Poniewaz:

« zbiory te s roztaczne, wiec |[A U B| = |A| + | B,
» wszystkich liczb pigeciocyfrowych o réznych cyfrach zapisanych za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5 jest
5-4-3-2-1=120,wiec |AU B| = |A| + |B| = 120.

Zauwazmy, ze:

» wybierajac dowolng liczbe ze zbioru A i zamieniajac w jej zapisie miejscami cyfry 1, 2,
otrzymamy pewng (doktadnie jedng) liczb¢ ze zbioru B,

» wybierajac dowolna liczbe ze zbioru B i zamieniajgc w jej zapisie miejscami cyfry 1, 2,
otrzymamy pewna (doktadnie jedng) liczbe ze zbioru A.

Wobec tego zbiory A i B sa rownoliczne, co oznacza, ze |[A| = 1 - 120 = 60.

Zatem wszystkich liczb pieciocyfrowych o réznych cyfrach zapisanych za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5,
w ktorych cyfra 1 jest zapisana przed cyfra 2 (patrzac od lewej), jest % - 120 = 60.

Cwiczenie 1 @

W karcie dan jest 6 zup i 7 drugich dan. Na ile sposoboéw mozna zaméwic¢ obiad sktadajacy sie z jednej
zupy i jednego drugiego dania? Zaznacz poprawna odpowiedz.

49

13

O O O

36

O 42

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 2 G

Wybieramy liczbe a ze zbioru A = {1, 2, 3,4, 5} oraz liczbe b ze zbioru B = {6,7,8,9,10}. lle jest
takich par (a, b), ze iloczyn a - b jest liczba nieparzysta? Zaznacz poprawna odpowiedz.

O 10
O 9
O 5

O 6

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 3 @]

lle jest wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych, w ktérych jedynie cyfra setek jest nieparzysta,
a cyfra dziesigtek i cyfra jednosci sg rowne? Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 125
O 500
O 25

O 15

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 4 @]

Jaka liczba opisuje wszystkie mozliwe wyniki trzykrotnego rzutu moneta. Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 8
O 3
O 9

O 6

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 5 G

lle dodatnich dzielnikéw catkowitych ma liczba 24 - 53? Zaznacz poprawna odpowiedz.

O 9
O 7
O 12

O 20

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 6 G

lle jest rowna liczba wszystkich sposobdéw, na jakie Adas, Basia i Celinka mogg usigsc na trzech sposréd
pieciu wolnych miejsc w kinie? Zaznacz poprawnga odpowiedz.

O 15
O 60
O 12

O 45

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 7 @

lle jest rowna suma wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych zapisanych wytacznie za pomoca cyfr 1
, 2, 3?7 Cyfry mogg sie powtarzac. Zaznacz poprawng odpowiedz.

O 132
O 396
O 66

) 198

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 8 G

Siedmioosobowa grupa, czworo dorostych i troje dzieci, wykupita bilety na ten sam seans do kina, przy
czym wybrali miejsca od 10 do 16 w dwudziestym rzedzie. lle jest rowna liczba wszystkich sposobdw, na
jakie mogg oni zaja¢ miejsca tak, aby kazde z dzieci siedziato pomiedzy dorostymi? Zaznacz poprawng
odpowiedz.

O 30
O 144
O 12

O 7

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 9 Q
Ze zbioru liczb {1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10} losujemy dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem. lle jest

wszystkich takich wynikéw tego losowania, ze pierwsza wylosowana liczba jest podzielna przez 3
i druga wylosowana liczba jest parzysta? Uzupetnij odpowiedz, wpisujgc w luke odpowiednig liczbe.

Odpowiedz: Jest takich wynikow.

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 10 QO]
Oblicz i wpisz w puste pola ile jest wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych zapisanych wytacznie za
pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, wiedzac, ze:

« cyfry mogg sie powtarzac.

Odpowiedz: Jest \ ] takich liczb.

o cyfry sg rdzne.

Odpowiedz: Jest

takich liczb.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.




Cwiczenie 11

®

W kazdym z dwéch réznych pojemnikéw znajduja sie trzy kule, z ktérych jedna jest biata, druga - czarna,
a trzecia - zielona. Z kazdego pojemnika losujemy jedng kule. Wpisz prawidtowg liczbe w puste pola. lle
jest wszystkich mozliwych wynikéw tego losowania, w ktérych uzyskamy:

« kule réznych koloréow?

Odpowiedz: Jest ‘ ’takich wynikow.

» co najmniej jedng kule biatg?

Odpowiedz: Jest

takich wynikow.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 12

®

Oblicz i wpisz w puste pole na ile sposobéw Ewa i Ola mogg zajaé miejsca w kinie, jezeli wybierajg
sposrod:

« 8 wolnych miejsc.

Odpowiedz: Na‘ ’sposobéw.

« 12 wolnych miejsc.

Odpowiedz: Na‘

sposoby.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 13

®

Oblicz i wpisz w puste pola ile jest wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych zapisanych wytacznie za
pomocy cyfr 0, 1, 2, 3, 4, 5, wiedzac, ze:

« cyfry mogg sie powtarzac.

Odpowiedz: Wszystkich liczb naturalnych jest ‘ ’

o cyfry sg rdézne.

Odpowiedz: Wszystkich liczb naturalnych jest ‘ ’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 14 O

Rozpatrujemy wszystkie prostokaty, ktérych boki zawieraja sie w liniach siatki dzielacej prostokat
o wymiarach 4 i 8 na kwadraty jednostkowe.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Potacz w pary pytania z odpowiedziami.

lle jest wszystkich kwadratéw o boku 1? 21
lle jest wszystkich kwadratéw o boku 2? 32
lle jest wszystkich kwadratéw o boku 3? )
lle jest wszystkich kwadratéw o boku 47? 12

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 15 O

Oblicz ile dzielnikéw naturalnych majg podane liczby. Uzupetnij ponizsze zdania, wpisujac w luki
odpowiednie liczby.

+ Liczba 2° - 114 ma| | dzielnikow.
. Liczba 36 . 175 ma‘ ’dzielnikéw.
. Liczba 3969 ma| | dzielnikow.
+ Liczba 4000 ma| ’dzielnikéw.

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 16 O

Wybieramy liczbe a ze zbioru A = {1,2,3,4,5,6, 7} oraz liczbe b ze zbioru B = {2, 3,4, 5,6, 7, 8}.
Wpisz w puste pola ile jest takich par (a, b), ze:

« suma a + b jest liczbg parzysta?

Odpowiedz: Jest ‘ ’ takich par.

« iloczyn a - b jest liczba parzysta?

Odpowiedz: Jest takich par.

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 17 )

Ze zbioru liczb {1, 2, 3,4,5,6,7, 8,9} losujemy dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem. lle jest
wszystkich takich wynikéw tego losowania, ze pierwsza z wylosowanych liczb jest wieksza od drugiej
i réznica miedzy nimi jest mniejsza niz 3? Wpisz prawidtowg liczbe w puste pole.

Odpowiedz: Wszystkich takich wynikow jest

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 18 O

Rzucamy dwukrotnie sze$cienng kostkg do gry. Wpisz w puste pola ile jest wszystkich takich wynikow
tego doswiadczenia, ze:

« najwieksza wyrzucona liczba oczek nie jest wieksza od 4?

Odpowiedz: Wszystkich takich wynikéw jest ‘ ’

- najwieksza wyrzucona liczba oczek jest réwna 47

Odpowiedz: Wszystkich takich wynikéw jest‘ ’

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 19 )

Z pojemnika, w ktérym jest 10 loséw: trzy wygrywajace i siedem pustych, losujemy dwa razy po jednym
losie, bez zwracania. Uzupetnij ponizsze zdania, wpisujgc w luki odpowiednie liczby.

o Dwa losy wygrywajace mozemy wylosowac na ‘ ’sposobéw.
» Dokfadnie jeden los wygrywajacy mozemy wylosowacé na ‘ ’sposoby.
« Co najmniej jeden los wygrywajacy mozemy wylosowac na ‘ ’sposobéw.

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 20 O
Ze zbioru liczb {1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10} losujemy dwa razy po jednej liczbie bez zwracania. Zatézmy,
ze liczba wylosowana za pierwszym razem to «, a za drugim - y. lle jest wszystkich takich wynikéw tego
losowania, ze |y — x| < 2? Wpisz prawidtowa liczbe w puste pole.

Odpowiedz: Wszystkich wynikéw losowania jest

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 21 O
Rzucamy dwukrotnie szes$cienng kostka do gry. Oblicz i wpisz w puste pola ile jest wszystkich wynikow
tego doswiadczenia, takich ze:

« Co najmniej raz wypadta liczba oczek rowna 5 i suma liczb wyrzuconych oczek jest podzielna przez

3.

Odpowiedz: Wszystkich takich wynikéw jest

« Co najmniej raz wypadta liczba oczek rowna 5 lub suma liczb wyrzuconych oczek jest podzielna

przez 3.

Odpowiedz: Wszystkich takich wynikéw jest‘ ’

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 22 O
Ze zbioru liczb {1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14} losujemy dwa razy po jednej liczbie bez
zwracania. lle jest wszystkich wynikéw tego losowania, takich ze iloczyn wylosowanych liczb jest
podzielny przez 6? Uzupetnij odpowiedz, wpisujgc w luke odpowiednig liczbe.

Odpowiedz: Wszystkich wynikéw tego losowania jest

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 23 O
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych, zapisanych wytgcznie za pomocg podanych
cyfr (cyfry moga sie powtarzac). Uzupetnij ponizsze zdania, wpisujac w luki odpowiednie liczby.

Suma wszystkich takich liczb, zapisanych pomocy cyfr 1, 2, 3, wynosi ‘ ’

- Suma wszystkich takich liczb, zapisanych pomocy cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6, wynosi‘ ’

Suma wszystkich takich liczb, zapisanych pomocy cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, wynosi ‘ ’

« Suma wszystkich takich liczb, zapisanych pomocy cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, wynosi

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 24 O

W pudetku jest 17 kul, ponumerowanych od 1 do 17. Z tego pudetka losujemy dwa razy po jednej kuli ze
zwracaniem. Uzupetnij ponizsze zdania, wpisujac w luki odpowiednie liczby.

o Wynik, w ktérym suma wylosowanych liczb jest parzysta, mozemy uzyskac na‘ ’

sposobow.

o Wynik, w ktérym iloczyn wylosowanych liczb jest parzysty, mozemy uzyskaé na‘ ’

sposobow.

o Wynik, w ktérym iloczyn wylosowanych liczb jest podzielny przez 6, mozemy uzyskaé na

sposobow.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 25 O

Wykonaj stosowne obliczenia, a nastepnie uzupetnij ponizsze zdania, wpisujac w luki odpowiednie
liczby.

o Wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych o réznych cyfrach, zapisanych wytacznie za pomoca
cyfr4,5,6,7,8,9, jest ’

« Wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych, zapisanych wytacznie za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4,

zaktadajac, ze cyfry mogg sie powtarzaé, jest‘

« Wszystkich liczb naturalnych pieciocyfrowych, zapisanych wytgcznie za pomocg cyfr 1, 2, 3, jest

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 26 »

Oblicz i wpisz prawidtowo ile jest wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych, zapisanych wytacznie za
pomocy cyfr 0, 1, 2, 3, 4, wiedzac, ze:

« cyfry mogg sie powtarzac.

Odpowiedz: Wszystkich takich liczb jest ‘ ’

o cyfry muszg by¢ rézne.

Odpowiedz: Wszystkich takich liczb jest‘ ’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 27 O
Oblicz ile jest wszystkich liczb trzycyfrowych, ktére spetniajg podane zatozenia. Uzupetnij ponizsze
zdania, wpisujgc w luki odpowiednie liczby.

« Takich liczb, ktérych iloczyn cyfr wynosi 6 jest‘ ’

« Takich liczb, ktérych iloczyn cyfr wynosi 9 jest‘ ’

« Takich liczb, ktérych iloczyn cyfr wynosi 10jest‘ ’

 Takich liczb, ktorych iloczyn cyfr wynosi 12 jest‘ ’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 28 O
Oblicz ile jest wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych, ktére spetniajg podane zatozenia. Uzupetnij
ponizsze zdania, wpisujac w luki odpowiednie liczby.

« Takich liczb, w ktérych cyfra jednosci jest o 4 mniejsza od cyfry dziesiatek, jest‘ ’

o Takich liczb, w ktérych cyfra setek jest o 2 wieksza od cyfry jednosci, jest‘ ’

o Takich liczb, w ktérych cyfry dziesiagtek i setek sg réwne, jest ’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 29 O
Oblicz ile jest wszystkich nieparzystych liczb pieciocyfrowych, ktérych suma cyfr jest rowna 4.
Uzupetnij odpowiedz, wpisujac w luke odpowiednig liczbe.

Odpowiedz: Wszystkich nieparzystych liczb pieciocyfrowych jest

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 30 Q
Rozpatrujemy wszystkie liczby naturalne szeSciocyfrowe, ktére mozna zapisac przy uzyciu cyfr 2, 3, 4.
Uzupetnij ponizsze zdania, wpisujac w luki odpowiednie liczby. lle jest wérdd nich takich liczb, ktérych:

o Takich liczb, w ktérych tylko pierwsza i ostatnia cyfra sg nieparzyste jest‘ ’

« Takich liczb, w ktérych kazde dwie sgsiednie cyfry réznig sie o 2 jest ‘ ’

 Takich liczb, w ktérych kazde dwie sgsiednie cyfry réznig sie o 1 jest ‘ ’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 31 @
Oblicz ile dzielnikow naturalnych majg podane liczby. Uzupetnij ponizsze zdania, wpisujac w luki
odpowiednie liczby.

o Liczba2®-3%-5ma ‘ ’dzielniki naturalne.
. Liczba5*-112-19%.3 ma‘ ’dzielnikéw naturalnych.
o Liczba 1620 ma‘ ’dzielnikéw naturalnych.

o Liczba 6468 ma‘ dzielnikéw naturalnych.

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 32 @

Mamy do dyspozycji trzy pudetka: biate, czarne i zotte. W biatym jest 7 kul, ponumerowanych od 1 do 7,
w czarnym jest 5 kul, ponumerowanych od 1 do 5, a w z6ttym s3 4 kule, ponumerowane od 1 do 4.

Z kazdego pudetka losujemy jedng kule. lle jest wszystkich mozliwos$ci wylosowania w ten sposoéb trojki
liczb, ktérych iloczyn jest podzielny przez 5?

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 33 @
Rozpatrzmy trzykrotny rzut szeScienng kostka do gry. Oblicz i dopasuj prawidtowo ile jest wszystkich
takich wynikéw tego doswiadczenia, ze:

doktadnie raz wypadnie liczba oczek

. 120
podzielna przez 3
w kazdym rzucie otrzymamy inna liczbe
189
oczek
otrzymamy parzysty iloczyn liczb 96

wyrzuconych oczek

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 34 @

lle jest wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych o réznych cyfrach, ktére sg wieksze od 642 i dzielg
sie przez 5? Uzupetnij odpowiedz, wpisujac w luke odpowiednig liczbe.

Odpowiedz: Wszystkich takich liczb naturalnych jest

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £édzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Cwiczenie 35

Oblicz, ile jest liczb naturalnych trzycyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuje 0, jest doktadnie jedna
cyfra 9 i doktadnie jedna cyfra parzysta. Uzupetnij odpowiedz, wpisujac w luke odpowiednig liczbe.

Odpowiedz: Takich liczb naturalnych trzycyfrowych jest

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 36 @
Oblicz ile jest wszystkich liczb naturalnych sze$ciocyfrowych o réznych cyfrach zapisanych za pomoca

cyfr1, 2, 3, 4, 5, 6, spetniajacych podane warunki. Uzupetnij ponizsze zdania, wpisujac w luki
odpowiednie liczby.

« Takich liczb, w ktoérych cyfry 1, 2, 3 oraz 4 stoja obok siebie, zapisane w kolejnosci rosnacej, jest

 Takich liczb, w ktérych suma cyfr zapisanych na miejscach pierwszym i ostatnim wynosi 11, jest

 Takich liczb, w ktérych suma kazdych dwaéch sasiednich cyfr jest nieparzysta, jest

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Cwiczenie 37 @
Oblicz i wpisz prawidtowo w puste pola ile jest wszystkich liczb naturalnych siedmiocyfrowych
o réznych cyfrach zapisanych za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, w ktérych zapisie:

« zadne dwie cyfry nieparzyste nie stojg obok siebie.

Odpowiedz: Wszystkich takich liczb naturalnych jest‘ ’

- cyfra b jest zapisana przed cyfra 6 i cyfra 6 jest zapisana przed cyfrg 7.

Odpowiedz: Wszystkich takich liczb naturalnych jest‘ ’

Zrédto: Zespét autorski Politechniki £ddzkiej, licencja: CC BY 3.0.



Cwiczenie 38

@

Oblicz i wpisz w puste pola sume S wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych, zapisanych
wytacznie za pomoca cyfr 1, 2, 3,4, 5, 6, 7.

Odpowiedz: Suma wszystkich takich liczb naturalnych wynosi

Zrodto: Zespét autorski Politechniki £odzkiej, licencja: CC BY 3.0.



