Reguta mnozenia, reguta dodawania



Reguta mnozenia, reguta dodawania

W tym materiale zawarte sg wiadomosci na temat niektorych sposobow zliczania

obiektow kombinatorycznych. Analizujac przyklady zawarte w tym materiale poznasz:

regute mnozenia,

regute dodawania,

wariacje z powtorzeniami,

permutacje.

Rozwigzujac ¢wiczenia — sprawdzisz uksztaltowane umiejetnosci.

Reguta mnozenia

Przyktad 1

W pudetku jest 11 kul, ponumerowanych od 1 do 11. Z tego pudetka losujemy jedng
kule, zapisujemy jej numer i wrzucamy wylosowang kule z powrotem do pudeika.

Nastepnie operacje losowania powtarzamy, zapisujac wynik drugiego losowania.
Obliczymy, ile jest wszystkich mozliwych wynikow takiego doswiadczenia.

Pojedynczy wynik takiego doSwiadczenia zapisujemy, notujac dwie liczby:
najpierw wynik pierwszego losowania - wi, a nastepnie wynik drugiego losowania
- wa.

Wszystkie mozliwe wyniki doSwiadczenia mozemy przedstawi¢ np. za pomoca
tabeli.

(w1, wa) 1 2 3 4 5 6 7
1 L,y (@2 (1,3 (1,49 (1,5 @ (1,6) (1,7
2 (2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) (2, 5) (2, 6) (2, 7




3 3,1) (3,2 (3,3 (34 (3,5 (3,6 (37
4 4,1) | (42 4,3 (4,4 (4,5 (4,6 (47
5 5,1) (52 (53 (5,4 (5,5 (56 (57
6 6,1)  (6,2)  (6,3) (6,4 (6,5 (6,6 (6,7
7 (7,1) (7,2  (7,3) (1,4 (1,5  (1,6) (7,7
8 8, 1) (8,2  (83) (84 (85  (86) (87
9 9,1) | (9,2)  (9,3) (9,4 | (9,5 (9,6 (9,7
10 (10, 1) (10, 2) (10, 3) (10, 4) (10, 5) (10, 6) (10, "
11 (11, 1) | (11, 2) (11, 3)  (11,4) (11, 5) (11,6) (11,°

Kazdy wynik doswiadczenia zostal w powyzszej tabeli utozsamiony

z przyporzadkowang mu parg liczb (wy, ws).Jezeli np. w pierwszym losowaniu
otrzymamy 3, a w drugim 8, to wynik tego losowania zapiszemy jako (3, 8).Z kolei
zapisanie pary (11, 2) to informacja, Ze za pierwszym razem wylosowano 11, a za
drugim - 2.

Poniewaz rozpatrywane do$swiadczenie losowe to wykonanie jedna po drugiej
dwoch czynnosci, polegajacych za kazdym razem na wyborze jednego elementu
z jedenastoelementowego zbioru {1, 2,3, ...,11}, to wszystkich mozliwych

wynikow tego doswiadczenia jest 11 - 11 = 121.

Przyktad 2

Ustalimy, ile dodatnich dzielnikow catkowitych ma kazda z liczb: 72, 360 oraz
1410.

Skorzystamy z zapisu kazdej z tych liczb w postaci rozkladu na czynniki pierwsze.

Poniewaz 72 = 23 - 32, wiec kazdy dodatni czynnik catkowity liczby 72 jest liczba
postaci 2™ - 3™, przy czym n jest liczba ze zbioru {0, 1, 2, 3}, natomiast m jest
liczbg ze zbioru {0, 1, 2}. Zauwazmy, ze wyboér dzielnika liczby 72 polega na

wykonaniu dwoch czynnosci: wyborze wykladnika dla czynnika 2 - co mozna



zrobi¢ na 4 sposoby, a nastepnie na wyborze wyktadnika dla czynnika 3 - co

mozna zrobi¢ na 3 sposoby.

Korzystajac z regulty mnozenia, stwierdzamy, ze 72 ma 4 - 3 = 12 dzielnikow, ktore

przedstawia ponizsza tabela.

X 30 3! 32

20 20.30 =1 20.31 =3 20.32=9
2! 21.30 =2 2.3 =6 21.32 =18
22 22.30 =4 22.31 =12 22.3% = 36
23 23.30 =8 23.31 =24 23.32 =172

Poniewaz 360 = 23 - 3% . 5, wiec kazdy dodatni czynnik catkowity liczby 360 jest
liczbg postaci 2" - 3™ - 5, przy czym n jest liczbg ze zbioru {0, 1,2, 3}, m jest
liczbg ze zbioru {0, 1, 2}, natomiast k jest liczba ze zbioru {0, 1}. Zauwazmy, ze
wybor dzielnika liczby 360 polega na wykonaniu trzech czynnosci, z ktorych
pierwsza moze skonczyc si¢ na jeden z 4 sposobow, druga — na jeden z 3

sposoboOw, a trzecia — na jeden z 2 sposobow.

Jezeli najpierw rozpatrzymy wszystkie przypadki zwigzane z wykonaniem dwoch
pierwszych czynnosci (jest ich 12), a nastepnie wykonamy trzecia czynnosc, to

dostaniemy 24 mozliwosci.

Korzystajac z reguty mnozenia, stwierdzamy, ze 360 ma 4 - 3 - 2 = 24 dodatnie

dzielniki catkowite, ktore przedstawia ponizsza tabela.

x | 20.30 1 91.30 1 92,30 | 93.30 90,31 | 9l .31 ' 92, 31 ' 93.31
50 1 2 4 8 3 6 12 24

51 5 10 20 40 15 30 60 120
Poniewaz 1410 = 2 - 3 - 5 - 47, wiec kazdy dodatni czynnik catkowity liczby 1410
jest liczbg postaci 2" - 3™ - 5% - 47!, przy czym kazda z liczb n, m, k, | wybierana
jest ze zbioru {0, 1}.



Zauwazmy, ze wybor dzielnika liczby 1410 polega na wykonaniu czterech

czynnosci, z ktorych kazda moze skonczy¢ sie na jeden z 2 sposobow.

Korzystajac z reguty mnozenia, stwierdzamy, ze 1410ma2-2-2-2 =16

dzielnikow.

Regula mnozenia
Rozumujgc podobnie jak w przedstawionych powyzej przyktadach, stwierdzimy, ze:

e liczba wszystkich mozliwych wynikow doSwiadczenia, ktore polega na
wykonaniu po kolei dwoch czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczyc sie na

jeden z n sposobow, druga — na jeden z m sposobow, jest rowna mn,

e liczba wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia, ktore polega na
wykonaniu po kolei trzech czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczyc¢ si¢ na
jeden z n sposobow, druga - na jeden z m sposobow, a trzecia — na jeden z k

sposobow, jest rowna kmn.
Zasada, ktora w podobnych przypadkach stosujemy, nazywa si¢ regula mnozenia.

Twierdzenie: Reguta mnozenia

Liczba wszystkich mozliwych wynikow doSwiadczenia, ktore polega na

wykonaniu po kolei n czynnosci, z ktorych pierwsza moze zakonczyc sie na jeden
z k1 sposobdw, druga - na jeden z k2 sposobdw, trzecia - na jeden z k3 sposobow
i tak dalej do n— tej czynnosci, ktoéra moze zakonczy¢ si¢ na jeden z k,, sposobow,

jest rowna

ki-ko-ks-... -k,
Powolujac si¢ na regute mnozenia, mozna pokazac, ze liczba n, ktoéra w rozkladzie

na czynniki pierwsze daje si¢ zapisa¢ w postaci

af

a 07
n=py " p2-... P "




gdzie p1, p2, . . ., Pk S rOznymi liczbami pierwszymi, a oy, as, ..., 0k S3

dodatnimi liczbami catkowitymi, ma

(a1 +1)-(a2+1)-...- (ar+1)

dodatnich dzielnikow catkowitych.

Przyktad 3

Ustalimy, ile jest wszystkich mozliwych wynikow do$wiadczenia, ktore polega na:

1. siedmiokrotnym rzucie symetryczng monetg.
W pojedynczym rzucie symetryczng monetg mozemy otrzymac jeden
z dwoch wynikow: ,orzel” lub ,reszka”. DoSwiadczenie polega wigc na
siedmiokrotnym powtorzeniu czynnosci, ktora za kazdym razem moze
skonczy¢ sie na jeden z 2 sposobow. Korzystajgc z regulty mnozenia,
stwierdzamy, ze liczba wszystkich wynikow jest rowna
2:-2:2:2-2.2.2=27=128

2. pieciokrotnym rzucie symetrycznag szeScienng kostka do gry.
W pojedynczym rzucie symetryczng szescienng kostka do gry mozemy
otrzymac jeden z szeSciu wynikow: 1, 2, 3, 4, 5 lub 6 oczek. Doswiadczenie
polega wiec na pieciokrotnym powtorzeniu czynnosci, ktora za kazdym
razem moze skonczy¢ sie na jeden z 6 sposobow. Korzystajac z reguty
mnozenia, stwierdzamy, ze liczba wszystkich wynikow jest rowna
6-6-6-6-6=6>="7776

3. zapisaniu liczby trzycyfrowej, utworzonej wytacznie za pomoca cyfr ze
zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8} (cyfry moga sie powtarzac).
Wybierajac kazda cyfre takiej liczby, mozemy otrzymac jeden z oSmiu
wynikow. Oznacza to, ze dos§wiadczenie polega na trzykrotnym powtorzeniu
czynnosci, ktora za kazdym razem moze skonczyc¢ si¢ na jeden z 8 sposobow.
Korzystajac z regulty mnozenia, stwierdzamy, ze liczba wszystkich wynikow
jest rowna
8-8-8=8%=512

4. rozmieszczeniu 4 roznych notatnikow w 7 roznych teczkach.

Wyboru teczki dla kazdego z czterech notatnikow mozemy dokonac na 7



sposobow. Doswiadczenie polega wigc na czterokrotnym powtorzeniu
czynnosci, ktora za kazdym razem moze skonczyc¢ si¢ na jeden z 7 sposobow.
Korzystajgc z reguty mnozenia, stwierdzamy, ze liczba wszystkich wynikow
jest rowna

7-7-7-7="7"=2401

Wariacje z powtorzeniami

W dos$wiadczeniach rozpatrywanych w poprzednim przykiadzie mieliSmy do czynienia
z tym samym schematem: kazde z nich polegato na k - krotnym powtoérzeniu
czynnoSci, ktora za kazdym razem mogla si¢ skonczy¢ na jeden z n sposobow.
Korzystajgc z reguly mnozenia, stwierdzamy, ze liczba wszystkich wynikow

w do$wiadczeniu tego typu jest rowna

—

k czynnikow
Doswiadczenie polegajace na k - krotnym powtorzeniu czynnosci, ktora za kazdym
razem mogla si¢ skonczy¢ na jeden z n sposobow, nazywa si¢ Zzwyczajowo

k - wyrazowg wariacjg z powtorzeniami zbioru n - elementowego.

Modelem dla tego typu doswiadczenia jest k - wyrazowy cigg o elementach
wybieranych dowolnie ze zbioru n - elementowego (czyli z powtoérzeniami — dowolny

element zbioru moze wystgpi¢ wielokrotnie w ciggu).
Na podstawie spostrzezenia poczynionego powyzej formutujemy twierdzenie.

Wtasnosc: liczba k - wyrazowych wariacji z powtérzeniami zbioru n - elementowego

Liczba wszystkich k - wyrazowych wariacji z powtérzeniami zbioru n -

elementowego jest rowna n*.

Przyktad 4

Stosujac twierdzenie o liczbie wariacji z powtorzeniami, obliczymy, ze:




1. liczba wszystkich mozliwych wynikow trzykrotnego rzutu kostka szeScienng
to 6° = 216,

2. liczba wszystkich mozliwych wynikow pigciokrotnego rzutu monetg to
2% = 32,

3. liczba wszystkich mozliwych liczb 4 - cyfrowych utworzonych z cyfr
{1,2,3,4,5} to 5% = 625,

4. liczba wszystkich mozliwych sposobow umieszczenia 10 ré6znych
dtugopiséw w 4 roznych szufladach to 41 = 1048576,

5. liczba wszystkich mozliwych sposobow umieszczenia 7 roznych kul w 6
roznych pudetkach (zaktadamy, ze w kazdym pudetku zmieS$ci si¢ co najmnie;j
7 takich kul) to 67 = 279936.

Przyktad 5

Obliczymy sume wszystkich liczb dwucyfrowych zapisanych wylgcznie za

pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5 (cyfry mogg si¢ powtarzac).

Wszystkich liczb dwucyfrowych zapisanych wylgcznie za pomocg cyfr 1, 2, 3,4, 5
jest doktadnie tyle, ile dwuelementowych ciggow (cq, ¢2), gdzie ¢1 oraz ¢y to liczby
wybrane ze zbioru {1, 2, 3,4, 5}, z powtorzeniami. Jest ich zatem 5 - 5 = 25.

Sume tych wszystkich liczb obliczymy dwoma sposobami.

e sSposob

Wypisujemy wszystkie liczby w tabeli, przy czym elementy ¢y, co pary (c1, ¢o) to
dla konkretnej liczby odpowiednio cyfra dziesigtek oraz cyfra jednosci.

(Cl, 62) 1 2 3 4 5
1 11 12 13 14 15
2 21 22 23 24 25

3 31 32 33 34 35



4 41 42 43 44 45
5 51 52 53 54 55

Sumujemy liczby dwucyfrowe w kolejnych wierszach. Zauwazamy przy tym, ze:
o wszystkie liczby wystepujace w tym samym wierszu majg te sama cyfre
dziesiatek,

e cyfry jednosci tych liczb sg réznymi liczbami ze zbioru {1, 2, 3,4, 5}.

(Cl, Cz) 1 2 3 4 5

1 11 112 13 14 15 Suma:5-10+ (1+2+3+4
2 21 22 23 24 25 Suma:5-20+ (1+2+3+4
3 31 | 32 33 34 35 Suma:5-30+ (14+2+3+4
4 41 42 43 4 45 Suma:5-40+ (14+2+3+4
5) 51 | 52 b3 54 95 Suma:5-50+ (14+2+3+4

razem | 5-10+5-2045-30+5-40+5-50+5-(1+

Na koniec dodajemy wszystkie otrzymane sumy i otrzymujemy

5-(10 +20 430 +40 +50) +5- (1+2+3+4+5).

Oznacza to, ze suma wszystkich liczb dwucyfrowych zapisanych wylacznie za

pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5 jest roOwna

5.10-(14+2+34+4+5)+5-(1+24+3+44+5)=5-(10+1)-(1+2+3+

e sposob 11

Oznaczmy przez S sume wszystkich liczb dwucyfrowych zapisanych wylgcznie za

pomoca cyir1, 2, 3, 4, 5.



Podobnie jak poprzednio wypisujemy wszystkie liczby w tabeli, przy czym do
kazdej z nich dopisujemy teraz drugg liczbe dwucyfrowg, w nastepujacy sposob:
do liczby opisanej przez pare (c1, c2) dopisujemy liczbe opisana przez pare

(6 —c1,6 —c3).

(c1, ¢2), (6 —c1, 6 —cc) 1 2 3 4 5
1 11,55 12,54 13,53 14,52 15,51
2 21,45 = 22,44 23,43 @ 24,42 2541
3 31,35 32,34 33,33 34,32 3531
4 41,25 | 42,24 | 43,23 44,22 4521
5 51,15 52,14 53,13 54,12 55,11

Zauwazmy, ze:

e istnieje wzajemnie jednoznaczne przyporzadkowanie: liczby wyznaczone;j
przez pare (c1, ¢2) do liczby wyznaczonej przez pare (6 — ¢1,6 — ¢3),
a ponadto suma takich dwoch liczb jest w kazdym przypadku rowna 66,

e kazda z liczb dwucyfrowych zapisanych wylgcznie za pomocg cyfr1, 2, 3,4, 5
jest przyporzadkowana do doktadnie jednej pary (6 — c1,6 — ¢2), gdzie ¢
oraz cs to liczby wybrane ze zbioru {1, 2, 3,4, 5}.

Oznacza to, ze dodajac wszystkie liczby dwucyfrowe wpisane w ten sposob do
tabeli:

e dodamy sumy par liczb wpisanych w 25 komorkach tabeli, czyli 25 razy
liczbe 66,

» dokladnie dwa razy obliczymy kazdy skladnik sumy S.

Stad

25 =25-66

a wiec



1
525-25-66:25-33:825.

Przyktad 6

Obliczymy sume S wszystkich liczb trzycyfrowych zapisanych wylacznie za
pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5 (cyfry mogg sie powtarzac).

Wszystkich liczb trzycyfrowych zapisanych wylacznie za pomocg cyfr 1, 2, 3,4, 5
jest dokladnie tyle, ile trzyelementowych ciagow (c1, co, ¢3), gdzie ¢1, ¢o oraz c3 to

liczby wybrane ze zbioru {1, 2, 3,4, 5}, z powtorzeniami. Tych liczb jest zatem
5-5-5=125.

Ich sume obliczymy dwoma sposobami.
e sposoObl

Sumujemy otrzymane liczby trzycyfrowe, dzielac je na 5 grup ze wzgledu na cyfre
setek. Zauwazamy, ze jest 25 liczb w kazdej takiej grupie. Przy czym dla ustalone;j
cyfry setek dopisane do niej cyfry tworzg wszystkie mozliwe liczby dwucyfrowe

zapisane wylacznie za pomoca cyfr 1, 2, 3, 4, 5.
Zatem:

e sumujac wszystkie liczby z cyfrg setek rowna 1, otrzymamy

25-100 + 5 - (10 4 20 + 30 + 40 + 50)+

+5-(1+2+3+4+5)

e sumujgc wszystkie liczby z cyfra setek rowng 2, otrzymamy

25-200 + 5 - (10 4 20 + 30 + 40 + 50)+



+5-(1+2+3+4+5)

e sumujac wszystkie liczby z cyfrg setek rowna 3, otrzymamy
25-300 + 5 - (10 + 20 + 30 + 40 + 50)+
+5-(1+2+3+4+5)
e sumujac wszystkie liczby z cyfrg setek rowna 4, otrzymamy
25-400 + 5 - (10 4+ 20 + 30 + 40 + 50)+
+5-(1+2+3+4+5)
e sumujgc wszystkie liczby z cyfra setek rowng 5, otrzymamy
25-500 + 5 - (10 4 20 + 30 + 40 + 50)+
+5-(1+2+3+4+5).
Oznacza to, ze
S = 25- (100 + 200 + 300 + 400 + 500) +5-5- (10 + 20 + 30 + 40 + 50)+
+5-5-(1+24+3+4+4+5) =

=25-111-(14+2+3+4+5)=25-111-15 = 41625

Zauwazmy, ze w tej sumie otrzymaliSmy 25 razy kazda liczbe z ustalong cyfrg na
kolejnych miejscach zapisu dziesigetnego: jako cyfre setek, jako cyfre dziesigtek
oraz jako cyfre jedno$ci. Majac to na uwadze, mozna bylo od razu zapisa¢ sume S

w postaci



S = 25 - (100 + 200 -+ 300 -+ 400 + 500) + 25 - (10 + 20 + 30 + 40 + 50)+

+25-(1+243+4+5).

e sposob II

Wypisujemy wszystkie liczby trzycyfrowe zapisane wylgcznie za pomocg cyfr
1,2, 3,4,5ido kazdej z nich dopisujemy teraz drugg liczbe trzycyfrows,

w nastepujacy sposob: do liczby opisanej przez trojke (c1, o, c3) dopisujemy
liczbe opisang przez trojke (6 — ¢1,6 — c2,6 — c3).

Zauwazmy, ze:

e istnieje wzajemnie jednoznaczne przyporzgdkowanie: liczby wyznaczone;j
przez trojke (c1, ca, c3) do liczby wyznaczonej przez trojke
(6 —c1,6 — cz,6 — c3), a ponadto suma takich dwoch liczb jest w kazdym

przypadku rowna 666,

e kazda z liczb trzycyfrowych zapisanych wylgcznie za pomocg cyfr 1,2,3,4,5
jest przyporzadkowana do doktadnie jednej trojki (6 — ¢1,6 — ¢2,6 — c3),
gdzie cq, co Oraz c3 to liczby wybrane ze zbioru {1, 2, 3,4, 5}.

Oznacza to, ze dodajac wszystkie wypisane w ten sposob liczby trzycyfrowe:

e dodamy sumy par liczb wpisanych w 125 przypadkach, czyli 125 razy liczbe
666,

» dokladnie dwa razy obliczymy kazdy skladnik sumy S.

Stad

25 =125 - 666

awiec



1
S = 2 125 - 666 = 125 - 333 = 41625.

Zastosowanie reguty mnozenia oraz reguty dodawania

Przyktad 7

parzysta.

wynik pojedynczego rzutu
{1, 2, 3, 4, 5, 6}

wl/w2 1 2 3 4 5

1 T T T
2 T T
3 x x x
4 T T
) T T x
6 x x

Z

Razem:

Zatem wszystkich takich wynikow jest 18.

Rzucamy dwa razy symetryczng szeScienng kostka do gry. Obliczymy, ile jest
wszystkich wynikow do$swiadczenia, polegajacego na tym, ze:

1. suma liczb wyrzuconych oczek jest parzysta.
W ponizszej tabeli przedstawiamy wszystkie mozliwe wyniki dwukrotnego

rzutu kostka. Zaznaczamy te, dla ktorych suma liczb wyrzuconych oczek jest

3 mozliwosci
3 mozliwosci
3 mozliwosci
3 mozliwosci
3 mozliwosci
3 mozliwosci

(3+3+3)+(3+3+3)=3-3+3

Zauwazmy przy okazji, ze warto od razu podzieli¢ wyniki pojedynczego rzutu ze

wzgledu na parzystosc¢ liczby wyrzuconych oczek:

wyniki nieparzyste wyniki parzyste

{1, 3, 5} {2, 4, 6}



wynik pojedynczego rzutu wyniki nieparzyste wyniki parzyste
{1, 2, 3, 4, 5, 6} {1, 3, 5} {2, 4, 6}

6 mozliwosci 3 mozliwosci 3 mozliwosci
Przy zliczaniu konkretnych mozliwosci skorzystamy z tego podzialu oraz

zastosujemy dwie poznane zasady: regute mnozenia i regute dodawania.

Zauwazmy, ze aby suma liczb wyrzuconych oczek byla parzysta, musimy w obu

rzutach otrzymac liczby oczek tej samej parzystosci. Oznacza to, ze:

e do kazdej z 3 nieparzystych liczb oczek wyrzuconych za pierwszym razem
musimy za drugim razem wyrzucic¢ jedng z 3 nieparzystych liczb oczek, co

daje tacznie 3 - 3 = 9 mozliwosci,

e do kazdejz 3 parzystych liczb oczek wyrzuconych za pierwszym razem
musimy za drugim razem wyrzucic jedng z 3 parzystych liczb oczek, co daje
lacznie 3 - 3 = 9 mozliwosci.

Wobec tego w sumie otrzymujemy 3 - 3 + 3 - 3 = 18 wynikow, dla ktorych
suma liczb wyrzuconych oczek jest parzysta.

2. Iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest liczbg nieparzysta.
Aby iloczyn liczb wyrzuconych oczek byl nieparzysty, w obu rzutach musimy
otrzymac liczbe nieparzystq. Zatem do kazdej z 3 nieparzystych liczb oczek
wyrzuconych za pierwszym razem musimy za drugim razem wyrzucic jedna

z 3 nieparzystych liczb oczek, co daje tgcznie 3 - 3 = 9 mozliwosci.

3. Iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest parzysty.
Aby iloczyn liczb wyrzuconych oczek byt parzysty, w co najmniej jednym

z rzutOw musimy otrzymac parzystg liczbe oczek. Oznacza to, ze:

e dokazdejz 3 parzystych liczb oczek wyrzuconych za pierwszym razem
mozemy za drugim razem wyrzuci¢ dowolng liczbe oczek, co daje tacznie

3 - 6 = 18 mozliwosci,

e do kazdej z 3 nieparzystych liczb oczek wyrzuconych za pierwszym razem
mozemy za drugim razem wyrzucic¢ jedng z 3 parzystych liczb oczek, co daje

lacznie 3 - 3 = 9 mozliwosci.



Wobec tego w sumie otrzymujemy 3 - 6 + 3 - 3 = 27 wynikow, dla ktorych
iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest parzysty.

Zauwazmy przy okazji, ze zbior wszystkich wynikow dwukrotnego rzutu
kostka mozna rozbi¢ na dwa podzbiory:

A - tych wynikow, dla ktérych iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest
nieparzysty,

B - tych wynikow, dla ktorych iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest
parzysty.

Wtedy

[AUB| =[] +|B]

przy czym |A U B| = 6 - 6 = 36 (tyle jest wszystkich mozliwych wynikow
dwukrotnego rzutu kostkg) oraz |A| = 3 - 3 = 9 (tyle jest wynikow
dwukrotnego rzutu kostka, dla ktorych iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest
nieparzysty). Zatem

36 =9 + |B|

stad

|B| =36 -9 =27

4.1loczyn liczb wyrzuconych oczek jest podzielny przez 6.

Tym razem zaznaczamy w tabeli te wyniki, dla ktorych iloczyn liczb wyrzuconych

oczek jest podzielny przez 6.

wi/wy 12 3 4 5 6

1 T 1 mozliwo$¢
2 T 2 mozliwoSci
3 T T T 3 mozliwosci
4 T T 2 mozliwoSci
5 x 1 mozliwo$¢
6 T T x x T T 6 mozliwosci

Razem:  14+2434+24+14+6=2-142-2
Zatem wszystkich takich wynikow jest 15.



Podsumowujac zauwazmy, ze mozna wyniki pojedynczego rzutu podzieli¢ na
przypadki ze wzgledu na to, jaka reszte z dzielenia przez 6 daje wyrzucona liczba
oczek.

Wtedy:

e jezeli za pierwszym razem wyrzucimy 6 oczek, to liczba oczek wyrzuconych

za drugim razem jest dowolna , co daje facznie 1 - 6 = 6 mozliwosci,

e jezeli za pierwszym razem wyrzucimy 2 lub 4 oczka, to za drugim razem
musimy wyrzucic¢ 3 lub 6 oczek (czyli liczbe oczek, ktora dzieli sie przez 3), co

daje tacznie 2 - 2 = 4 mozliwosci,

e jezeli za pierwszym razem wyrzucimy 3 oczka, to za drugim razem musimy
wyrzucic 2, 4 lub 6 oczek (czyli liczbe oczek, ktora dzieli sie przez 2), co daje

lacznie 1 - 3 = 3 mozliwosci,

e jezeli za pierwszym razem wyrzucimy 1 lub 5 oczek, to za drugim razem
musimy wyrzucic¢ 6 oczek (czyli liczbe oczek, ktora dzieli sie przez 6), co daje

lacznie 2 - 1 = 2 mozliwosci.
Zatem wszystkich takich wynikow jest1-6 +2-241-3 42 -1 = 15.

Przyktad 8

W pudetku jest 17 kul, ponumerowanych od 1 do 17. Z tego pudetka losujemy dwa
razy po jednej kuli, przy czym po losowaniu wrzucamy wylosowang kule
z powrotem do pudetka.

Inaczej méwigc: ze zbioru {1, 2, 3, ..., 16, 17} losujemy dwa razy po jedne;
liczbie, ze zwracaniem.

Obliczymy, ile jest wszystkich wynikow doSwiadczenia.
1. Suma wylosowanych liczb jest parzysta.

Dzielimy wyniki pojedynczego losowania ze wzgledu na parzystos¢

wylosowanej liczby:



wynik pojedynczego

1 ) wyniki nieparzyste wyniki parzy

osowania

(1,23 16, 17} {1, 3,5, 7,9, 11, 13, 15, 17} = {2, 4, 6, 8, 10, 12
17 mozliwosci 9 mozliwosci 8 mozliwos

Zauwazmy, ze aby suma wylosowanych liczb byta parzysta, musimy w obu rzutach

otrzymac liczby tej samej parzystosci. Oznacza to, ze:

e do kazdejz 9 liczb nieparzystych wylosowanych za pierwszym razem
musimy za drugim razem ponownie wylosowac jedng z 9 liczb nieparzystych,

co daje facznie 9 - 9 = 81 mozliwosci,

e dokazdejz 8 liczb nieparzystych wylosowanych za pierwszym razem
musimy za drugim razem ponownie wylosowac jedna z 8 liczb nieparzystych,
co daje facznie 8 - 8 = 64 mozliwosci.

Wobec tego tacznie otrzymujemy 9 - 9 4+ 8 - 8 = 81 + 64 = 145 wynikow, dla

ktorych suma wylosowanych liczb jest parzysta.

2. lloczyn wylosowanych liczb jest parzysty.
Zbior wszystkich wynikow dwukrotnego losowania ze zwracaniem ze zbioru
{1, 2, 3, ..., 16, 17} mozna rozbi¢ na dwa podzbiory:
A - tych wynikow, dla ktérych iloczyn wylosowanych liczb jest nieparzysty,
B - tych wynikow, dla ktorych iloczyn wylosowanych liczb jest parzysty.
Wtedy
|AUB| = |A| + |B
przy czym |A U B| = 17 - 17 = 289 (tyle jest wszystkich mozliwych wynikéw

9,

takiego losowania) oraz |A| = 9 - 9 = 81 (tyle jest wynikow, dla ktorych
iloczyn wylosowanych liczb jest nieparzysty).

Zatem |B| = 289 — 81 = 208, co oznacza, ze jest 208 wynikoéw tego
doswiadczenia, dla ktorych iloczyn wylosowanych liczb jest parzysty.

3. Iloczyn wylosowanych liczb jest podzielny przez 6?

e sposob
Postuzymy sie metodg tabeli.
Rozpatrzmy najpierw wzorcowg tabele, w ktorej opisane sa przypadki

odpowiadajace wszystkim mozliwym wynikom losowania ze wzgledu na



reszte z dzielenia przez 6.
Zaznaczamy w niej te, dla ktorych iloczyn liczb wyrzuconych oczek jest

podzielny przez 6.

w1 /wa resztal reszta2 reszta3 @ resztad resztab | resztal

reszta 1 T
reszta 2 x T
reszta 3 T T T
reszta 4 x T
reszta b L
reszta 0 T T x T T T

Wszystkich takich wynikow jest 15. Dzielimy teraz wyniki obu losowan na trzy
podzbiory: {1, 2, 3, 4, 5, 6},{7, 8, 9, 10, 11, 12} oraz {13, 14, 15, 16, 17}.
W zbiorczej tabeli zliczamy wszystkie mozliwosSci w 9 przypadkach, dla kazdego

z nich odczytujac liczbe mozliwosci ze wzorcowej tabeli.

w1 /wsy {1, 2, 3, 4, 5, 6} {7, 8,9, 10, 11, 12} = {13, 14,
, e 15 -
{1, 2, 3, 4, 5, 6} 15 mozliwosci 15 mozliwosci .
moz
15 -
{7, 8, 9, 10, 11, 12} 15 mozliwosci 15 mozliwosci .
moz
15—-6=9 15—-6=9
{13, 14, 15, 16, 17} . . 4 mo.
mozliwoS$ci mozliwoSci
Mamy wiec:

e 4 przypadki, ktore dajg 15 wynikow z iloczynem liczb podzielnym przez 6,
e 4 przypadki, ktore daja 9 wynikoéw z iloczynem liczb podzielnym przez 6,

e oraz 1 przypadek, ktory daje 4 wyniki z iloczynem liczb podzielnym przez 6.

Lacznie otrzymujemy 4 - 15 +4-941-4 = 60 + 36 + 4 = 100 wynikow, dla
ktorych iloczyn wylosowanych liczb jest podzielny przez 6.



Uwaga. Mozna tez bylo rozbudowac zbiorcza tabele do postaci.

Wi Jws (1,2, 3, 4,5 6} {7,8,9,10, 11, 12} {13,
{1, 2, 3, 4, 5, 6} 15 mozliwo$ci 15 mozliwosci
{7, 8, 9, 10, 11, 12} 15 mozliwosci 15 mozliwosci
{13, 14, 15, 16, 17, 18} 15 mozliwosci 15 mozliwosci

Zauwazmy, ze wsrod wszystkich wyznaczonych w niej 9 - 15 = 135 mozliwosci
niepotrzebne nam sg wszystkie te, w ktorych przynajmniej raz wylosowano liczbe
18. Tych niepotrzebnych przypadkow jest 18 + 18 — 1 = 35, a wiec jest

135 — 35 = 100 wynikow, dla ktorych iloczyn wylosowanych liczb jest podzielny
przez 6.

e sposob II

Podzielimy wyniki pojedynczego losowania na przypadki ze wzgledu na to,

jaka reszte z dzielenia przez 6 daje wylosowana liczba, przy czym grupujemy

je jak ponize;:
wyniki
. . wyniki podzielne wyniki podzielne
wynik pojedynczego . L .
) podzielne przez 3 przez 2 i niepodzilne
losowania 6 il rzez 6
rzez i niepodzie zZez
1,23, ..,1173 ° g .
{6, 12} przez 6 {2, 4, 8, 10, 14, 16}
{3, 9, 15}
2
17 mozliwosci . .| 3mozliwosci 6 mozliwosci
mozliwosci

Obliczamy, odwotujac sie do tych przypadkow:

e jezeli za pierwszym razem wylosujemy jedna z liczb: 6 lub 12, to liczba
wylosowana za drugim razem jest dowolna, co daje tgcznie 2 - 17 = 34
mozliwosci,

e jezeli za pierwszym razem wylosujemy jedng z liczb: 3, 9 1ub 15, to za drugim

razem musimy wylosowac liczbe parzysta, co daje tgcznie 3 - (2 + 6) = 24
mozliwoSci,



e jezeli za pierwszym razem wylosujemy jedna z liczb: 2, 4, 8, 10, 14 lub 16, to
za drugim razem musimy wylosowac liczbe podzielng przez 3, co daje tacznie
6 - (2 + 3) = 30 mozliwosci,

e jezeli za pierwszym razem wylosujemy jedng z liczb: 1, 5, 7,11, 13 lub 17, to
za drugim razem musimy wylosowac liczbe podzielng przez 6, co daje fgcznie

6 -2 = 12 mozliwosci.

Lacznie otrzymujemy 2 - 17 +3-84+6-5+6-2 =34 + 24 4+ 30 + 12 = 100

wynikow, dla ktorych iloczyn wylosowanych liczb jest podzielny przez 6.

Przyktad 9

Obliczymy, ile jest czterocyfrowych liczb naturalnych, w ktorych zapisie:

1. cyfra jednosSci jest parzysta.
W zapisie kazdej z takich liczb na miejscu cyfry tysiecy moze wystgpic
dowolna cyfra r6zna od zera (9 mozliwosci), na miejscu cyfry setek -
dowolna cyfra (10 mozliwoSci), na miejscu cyfry dziesigtek — dowolna cyfra (
10 mozliwosci), a na miejscu cyfry jednosci musi wystapic jedna z cyfr: 0, 2, 4,
6 lub 8 (5 mozliwosci). Do obliczenia wszystkich mozliwosci stosujemy
regute mnozenia:
9-10-10-5 = 4500.
Uwaga. Czterocyfrowa liczba naturalna ma na miejscu cyfry jednosci cyfre
parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy jest liczba parzysta. Poniewaz
czterocyfrowych liczb parzystych jest % - 9000 = 4500, wiec doktadnie tyle
jest czterocyfrowych liczb naturalnych, w ktorych zapisie cyfra jednosci jest

parzysta.

2. cyfra tysiecy jest parzysta.
W zapisie kazdej z takich liczb na miejscu cyfry tysiecy moze wystgpic jedna
z cyfr: 2,4, 6 lub 8 (4 mozliwoSsci), a na kazdym z miejsc: cyfry setek, cyfry
dziesiatek oraz cyfry jednosci nalezy wstawi¢ dowolnie wybrang cyfre (za
kazdym razem mamy 10 mozliwosci).
Do obliczenia wszystkich mozliwosci stosujemy regute mnozenia:
4-10-10- 10 = 4000.



3. dokladnie jedna cyfra jest parzysta.
Rozpatrujemy przypadki:

e parzysta jest jedynie cyfra tysiecy:
wtedy na miejscu cyfry tysiecy musi wystapic jedna z cyfr: 2,4, 6 lub 8 (4
mozliwos$ci), a na kazdym z pozostatych miejsc musi wystgpic cyfra
nieparzysta (za kazdym razem mamy 5 mozliwosci).

Zatem wszystkich mozliwoscijest4 -5 -5 -5 = 500,

e parzysta jest jedynie cyfra setek:
wtedy na miejscu cyfry setek musi wystgpic cyfra parzysta (5 mozliwos$ci),
a na kazdym z pozostalych miejsc musi wystapic¢ cyfra nieparzysta (za
kazdym razem mamy 5 mozliwos$ci). Oznacza to, ze wszystkich mozliwosci
jest5-5-5-5 =625,

e parzysta jest jedynie cyfra dziesiatek:
wtedy na miejscu cyfry dziesigtek musi wystapic cyfra parzysta (5
mozliwosci), a na kazdym z pozostatych miejsc musi wystgpic cyfra
nieparzysta (za kazdym razem mamy 5 mozliwosci). Oznacza to, ze

wszystkich mozliwoscijest5 -5 -5 -5 = 625,

e parzysta jest jedynie cyfra jedno$ci:
wtedy na miejscu cyfry jednoSci musi wystapic cyfra parzysta (5 mozliwosci),
a na kazdym z pozostatych miejsc musi wystapic cyfra nieparzysta (za
kazdym razem mamy 5 mozliwoS$ci). Oznacza to, ze wszystkich mozliwosci
jestb-5-5-5 = 625.
Ostatecznie stwierdzamy, ze jest 500 + 3 - 625 = 2375 czterocyfrowych
liczb naturalnych, w ktorych doktadnie jedna cyfra jest parzysta.

4. cyfra dziesigtek jest o 2 wigksza od cyfry setek.
W zapisie kazdej z szukanych liczb na miejscu cyfry tysiecy moze wystapic
dowolna cyfra r6zna od zera (9 mozliwosci), a na miejscu cyfr jednosci -
dowolna cyfra (10 mozliwoSci). Poniewaz cyfra dziesigtek jest o 2 wieksza od
cyfry setek, wiec na miejscu cyfry dziesigtek moze wystgpic jedna z cyfr: 9, §,
7,6,5,4,3,2iwtedy na miejscu cyfry setek wystapi cyfra odpowiednio 7, 6, 5,
4,3,2,1,0, tzn. mozliwych jest 8 liczb dwucyfrowych utworzonych przez
cyfre setek i cyfre dziesigtek: 97, 86, 75, 64, 53, 42, 31, 20.



Wynika z tego, ze jest 9 - 10 - 8 = 720 liczb naturalnych czterocyfrowych,
w ktorych cyfra dziesigtek jest o 2 wigksza od cyfry setek.

Przyktad 10

Obliczymy, ile jest liczb naturalnych czterocyfrowych, w ktorych zapisie nie
wystepuje 0, jest doktadnie jedna cyfra 4 i doktadnie jedna cyfra nieparzysta.

Szkic rozwigzania.

Podzielmy zbior {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} jak ponizej, zgodnie z warunkami

podanymi w zadaniu.

cyfra 4 cyfry nieparzyste pozostate

cyfry do wyboru
(np) cyfry

1,2,3,4,5 6,7, 8,9 4
{ ; 4 {1, 3, 5, 7, 9} {2, 6, 8}

1
9 elementow 5 elementow 3 elementy
element

Najpierw wybierzemy dwa miejsca, na ktorych ustawimy odpowiednio: cyfre 4
oraz cyfre nieparzysta.

Mozliwe wybory opiszemy, wskazujac miejsce w czteroelementowym ciggu,
zgodne z przyporzgdkowaniem do odpowiedniego rzedu. Wybory te ilustruje
ponizsza tabelka.

Miejsce dla cyfry 4/
- rzad rzad rzad rzad
miejsce dla cyfry . Lo . .
. ) tysiecy setek dziesigtek jednosci
nieparzystej
. (np, 4 (op,_,4  (op,_,_,4
rzad tysiecy ) ) )
4 ,np,4 | (_,np,_,4
rzad setek ( (—np ( P

,p, _, _) v —) )



4,_,np, (_,4 (_,_,np,4
_) 0P, _) )
4, _, (_.4 (—,_,4
_,np) ,—»1P) ,0p)

Takich mozliwosci jest wiec 4 - 3, bo wybieramy te dwa miejsca bez powtorzen

rzad dziesiatek

rzad jednosci

(nie jest, oczywiscie, mozliwe, zeby na tym samym miejscu zapisana byla cyfra 4

i jednoczesnie cyfra nieparzysta).

W kazdym z tych 12 przypadkoéw pozostaje nam wstawi¢ konkretne cyfry w trzy
miejsca (cyfra 4 swoje miejsce juz zajeta):

e jedno dla cyfry nieparzystej - jest 5 takich mozliwosci,
e dwa pozostale miejsca; w kazde z nich musimy wstawic cyfre parzystg ze

zbioru {2, 6,8} - jest 3 - 3 = 9 takich mozliwosci.

Zatem w sumie mamy 3 - 4 = 12 rozlacznych przypadkoéw wyboru miejsc dla cyfr
wyroznionych w tresci zadania (jak w tabelce), a w kazdym z nich mamy 5 - 3 - 3

mozliwo$ci wstawienia odpowiednich cyfr.

Korzystajac z reguty mnozenia, ostatecznie otrzymujemy

(3-4)-(5-3-3) =12-45 = 540

liczb naturalnych czterocyfrowych, w ktorych zapisie nie wystepuje 0, jest
dokladnie jedna cyfra 4 i doktadnie jedna cyfra nieparzysta.

Uwaga. Powyzsze zliczanie mozemy tez roztozy¢ na trzy etapy:
(1) wybdr miejsca dla cyfry 4 i zapisanie tej cyfry (4 mozliwosci),
(2) wybor miejsca dla cyfry nieparzystej i zapisanie tej cyfry (3 - 5 mozliwosci),

(3) zapisanie cyfr na pozostatych dwoch miejscach (3 - 3 mozliwo$ci).



Poniewaz wyborow tych dokonujemy niezaleznie, to korzystajac z reguly

mnozenia, obliczamy, ze szukanych liczb jest

4-3-5-3-3 = 540.

Zliczajac w poprzednim przykladzie wszystkie mozliwosci wyboru miejsc, na
ktorych nalezato ustawic cyfre 4 oraz cyfre nieparzystg, opisywaliSmy wybor

dwoch miejsc z czterech dostepnych, bez powtorzen.

W kolejnych przyktadach zajmiemy si¢ obliczaniem wszystkich mozliwych
wyborow dokonywanych w pewnych sytuacjach, przy czym za kazdym razem bez

powtorzen.

Przyktad 11

Obliczymyj, ile jest:

1. liczb dwucyfrowych o réznych cyfrach, w ktorych nie wystepuje cyfra 0.
Zliczanie rozkladamy na dwa etapy:
(1) zapisanie cyfry dziesigtek (9 mozliwosci),
(2) zapisanie cyfry jednosci, roznej od cyfry dziesigtek (8 mozliwos$ci).
Zatem szukanych liczb dwucyfrowych o roznych cyfrach, w ktorych nie
wystepuje cyfra 0, jest
9 -8 = 72. Wybory i wszystkie utworzone w ich wyniku liczby mozna

przedstawic w tabeli.
ci/ca 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 12 13 14 15 16 17 18 19
2 21 23 24 25 26 27 28 29
3 31 32 34 35 36 37 38 39
4 41 42 43 45 46 47 48 49
5 51 52 53 54 56 57 58 59
6 61 62 63 64 65 67 68 69



7 71 72 73 74 75 76 78 79
8 81 82 83 84 85 86 87 89

9 91 92 93 94 95 96 97 98
2.liczb trzycyfrowych o roznych cyfrach, w ktorych nie wystepuje ani cyfra 0,

ani cyfra 5.

Zliczanie rozkladamy na trzy etapy:

(1) zapisanie cyfry setek (8 mozliwosci),

(2) zapisanie cyfry dziesigtek, roznej od cyfry setek (7 mozliwosci),

(3) zapisanie cyfry jednosci, roznej od cyfry setek i od cyfry dziesigtek (6
mozliwosci).

Zatem szukanych liczb trzycyfrowych o roznych cyfrach, w ktorych nie
wystepuje ani cyfra 0, ani cyfra 5, jest

8-7-6=2336

3.liczb czterocyfrowych o roznych cyfrach, w zapisie ktorych nie wystepuje
zadna z cyfr: 0,2 4.
Zliczanie rozktadamy na cztery etapy:
(1) zapisanie cyfry tysiecy (7 mozliwosci),
(2) zapisanie cyfry setek, réznej od cyfry tysiecy (6 mozliwosci),
(3) zapisanie cyfry dziesigtek, roznej od cyfry tysiecy i od cyfry setek (5
mozliwosci),
(4) zapisanie cyfry jedno$ci, roznej od kazdej z trzech cyfr zapisanych
wczesniej (4 mozliwosci),
Zatem szukanych liczb czterocyfrowych o roznych cyfrach, w zapisie
ktorych nie wystepuje zadna z cyfr: 0, 2, 4, jest
7-6-5-4 =840

4. liczb pieciocyfrowych o roznych cyfrach, w zapisie ktorych wystepujg
wylacznie cyfry 1, 2, 3,4, 5,6, 7.
Zliczanie rozktadamy na piec etapow:

(1) zapisanie cyfry dziesigtek tysiecy (7 mozliwosci),

(2) zapisanie cyfry tysiecy, réznej od cyfry dziesigtek tysiecy (6 mozliwosci),



(3) zapisanie cyfry setek, roznej od cyfr: tysiecy oraz dziesigtek tysiecy (5

mozliwosci),

(4) zapisanie cyfry dziesigtek, roznej od kazdej z trzech cyfr zapisanych wczesniej

(4 mozliwosci),

(5) zapisanie cyfry jednosci, roznej od kazdej z czterech cyfr zapisanych wczes$niej

(3 mozliwosci).

Zatem szukanych liczb pigciocyfrowych o roéznych cyfrach, w zapisie ktorych

wystepuja wylacznie cyfry 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, jest:

7-6-5-4-3 = 2520.

Przyktad 12

Flage, takg jak pokazana na rysunku, nalezy zszy¢ z trzech jednakowych pasow
kolorowej tkaniny. Kolory pasow gornego, sSrodkowego i dolnego maja by¢ parami
rozne. Obliczymy, ile takich roéznych flag mozna utworzy¢, majac do dyspozycji

tkaniny w szesciu roznych kolorach.

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.

Zliczanie liczby flag rozkladamy na trzy etapy:



(1) wybor koloru dla gornego pasa (6 mozliwosci),

(2) wybor koloru dla srodkowego pasa (5 mozliwosci),

(3) wybor koloru dla dolnego pasa (4 mozliwosci).

Zatem liczba wszystkich mozliwych takich flag jest rowna

6-5-4=120.

Wariacje bez powtoérzen

W ostatnich przyktadach mieliSmy do czynienia z doSwiadczeniami polegajacymi na
wyborze kolejno pewnej liczby elementow z ustalonego zbioru, przy czym wybierane

elementy nie mogly si¢ powtarzac.

Zal6zmy, ze mamy do czynienia z do§wiadczeniem polegajagcym na wyborze kolejno k
elementow ze zbioru n - elementowego, bez powtorzen (k jest liczbg catkowita

spekniajacg uktad nierownosci 1 < k < n).

Rozumujac podobnie jak w tych przykladach, rozt6zmy doswiadczenie na k etapow.
Wtedy w kolejnych etapach od pierwszego do ostatniego (0o numerze k) liczby
mozliwo$ci bedg réwne odpowiednion,n — 1,n — 2azdon — (k — 1). Stosujac
regute mnozenia, stwierdzamy, ze wszystkich mozliwych wynikow takiego

doswiadczenia jest

n-n—1)-(n—2)-...-(n—k+1).
k:czy;lglikéw

Doswiadczenie polegajace na wyborze kolejno k - elementow ze zbioru n -
elementowego, bez powtoérzen, gdzie k jest liczbg catkowita spelniajacq warunek
1 < k < n,nazywa si¢ zwyczajowo k - wyrazowa wariacja bez powtorzen zbioru n -

elementowego.



Modelem dla tego typu doswiadczenia jest k - wyrazowy cigg o elementach

wybranych ze zbioru n - elementowego bez powtorzen.
Na podstawie spostrzezenia poczynionego powyzej formutujemy twierdzenie.

Wtasnosc: liczba k - wyrazowych wariacji bez powtoérzen zbioru n - elementowego

Liczba wszystkich k - wyrazowych wariacji bez powtérzen zbioru

n-elementowego jest rowna

n-m—1)-n—2)-...-(n—k+1).
kczy;;ikéw

Wazne!

Uwaga. Iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 do n

1-2-3-...-n

nazywa sie¢ silnig liczby n i oznacza si¢ symbolem n!, co czytamy ,, n silnia”

Zauwazmy, ze jesli liczbe

n-mn—1)-n—-2)-...-(n—k+1)

o -’

~
k czynnikow

pomnozymy i jednocze$nie podzielimy przez iloczyn kolejnych liczb naturalnych
od 1 don — k, czyli przez liczbe (n — k)!, to stwierdzimy, ze liczba wszystkich k -

wyrazowych wariacji bez powtorzen zbioru n - elementowego jest rowna

no(n—1)-(n—2)..-(n—kt1) P —




n-n—-1)-n—-2)-...-(n—k+1)-(n—k)-(n—k—1)-...-1 n!
(n —k)! (n—k

Przyktad 13

Korzystajgc z twierdzenia o liczbie wszystkich wariacji bez powtorzen, obliczymy,

ze

1. liczba wszystkich sposobow, na jakie Jas i Matgosia mogg usig$¢ na dwoch
sposrod siedmiu wolnych miejsc w kinie, jest rowna 7 - 6 = 42, co mozna tez
zapisac jako g—:

2. liczba wszystkich mozliwych trzyliterowych napiséw o roznych literach
wybranych ze zbioru {a, e, j, k,m} jest rowna 5 - 4 - 3 = 60. Te liczbe mozna
tez zapisac jako g—:

3. liczba wszystkich mozliwych sposobow rozmieszczenia 4 réznych kul w 6
roznych pudetkach tak, zeby w kazdym pudetku znalazia si¢ co najwyzej
jedna kula, jest rowna 6 - 5 - 4 - 3 = 360, co mozna tez zapisac jako g—:

4. liczba wszystkich mozliwych wyborow 3 osob, kolejno: przewodniczacego,
zastepcy i skarbnika do samorzadu 32 - osobowej klasy to

32 - 31 - 30 = 29760. Otrzymany wynik mozna tez zapisa¢ w postaci 3—31

5. liczba wszystkich mozliwych sposobow wylosowania kolejno 5 kart (jedna po
drugiej) z brydzowej talii 52 kart to 52 - 51 - 50 - 49 - 48 = 311875200.
Otrzymany wynik mozna tez zapisac jako Z—g:

6. liczba wszystkich mozliwych sposobow, na ktore grupa 6 dziewczynek moze
zaja¢ miejsca w szescioosobowym rzedzie,to6 -5-4-3-2-1 = 720. Ten
wynik mozna tez zapisa¢ w postaci 6!.

7.liczba wszystkich mozliwych napiséw otrzymanych z przestawiania liter
wyrazu ,ptot”’to4 - 3 -2 -1 = 24. Otrzymany wynik mozna tez zapisac jako
4!,

Permutacje



Na il sposobow moga usisc przy " Na e sposobdw moga usinsé pray

= g dwuosobowym stoliku dwie osoby? 'v-,),lw treyosabowym stoliku trzy osoby? ﬁqn - 9
A A 259 9.0
i=p=i| A
B Liciba sposobiw: 2 B Liczba sposobéw: 6

ﬁ" Na ile sposobdow mogg usiasc przy czterosobowym stoliku cztery osoby?

29 %00 09°F @%0% 0%%0 £9%e

Liczba sposobow: 24

Film dostepny pod adresem /preview /resource/RW4nBPEBs8nsr

Zrédto: Zesp6t autorski Politechniki £6dzkiej, licencja: CC BY 3.0.
Animacja przedstawia czym sg permutacje i w jakich okolicznosciach mozemy je
stosowac.

W poprzednim przykladzie:

e w podpunkcie 6) rozpatrywaliSmy szeSciowyrazowg wariacje bez powtorzen

zbioru szescioelementowego,

e w podpunkcie 7) rozpatrywaliSmy czterowyrazowg wariacje bez powtorzen

zbioru czteroelementowego.

W przypadku k = n wariacje bez powtdrzen nazywamy permutacja zbioru n-
elementowego.

Zatem permutacja zbioru n-elementowego nazywamy kazdy cigg utworzony ze
wszystkich wyrazow tego zbioru, a liczba wszystkich permutacji zbiorun -

elementowego jest rownan - (n—1) - (n —2)-...-1 =nl.

Przyktad 14
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Obliczymy, ile jest wszystkich takich liczb pieciocyfrowych o réznych cyfrach
zapisanych za pomocg cyfr 1, 2, 3, 4, 5, w ktorych zapisie:

1. cyfra 1 zapisana jest na pierwszym miejscu od lewe;.
Zapisujemy cyfre 1 na pierwszym miejscu od lewej. Pozostaje nam rozmiescic
pozostale 4 cyfry na 4 miejscach, co mozna zrobi¢na4-3-2-1 = 24
sposoby. Oznacza to, ze sg 24 takie liczby.

2. miedzy cyframi 1 oraz 2 zapisane s trzy inne cyfry.
Z treSci zadania wynika, ze cyfry 1 oraz 2 muszg zaja¢ dwa skrajne miejsca,
a pozostate trzy cyfry trzeba wpisac¢ na trzech miejscach miedzy nimi. Wobec
tego cyfry 11 2 zapiszemy na dwa sposoby, a w kazdym z tych przypadkow
cyfry 3,4, 5 zapiszemyna 3 - 2 - 1 = 6 sposobow. Zatem wszystkich takich
liczbjest2 -6 = 12.

3. cyfry 1 oraz 2 nie sg zapisane obok siebie.

e sposoObl

Zliczanie rozktadamy na trzy etapy:

e wybor miejsca dla cyfry 1 i zapisanie tej cyfry,
e wybor miejsca dla cyfry 2 i zapisanie tej cyfry,

e zapisanie pozostatych trzech cyfr.

Mamy dwa istotnie rozne przypadki:

e jezeli cyfre 1 zapiszemy na jednym z dwoch skrajnych miejsc, to cyfre 2
bedziemy mogli zapisa¢ na jednym z trzech miejsc, a wtedy pozostate trzy
cyfry rozmieszczamy na trzech dostepnych miejscach na 3! sposobow.

W tym przypadku mamy wiec 2 - 3 - 3! = 36 sposobow zapisu takich liczb.

e jezeli cyfre 1 zapiszemy na miejscu drugim, trzecim lub czwartym, to cyfre 2
bedziemy mogli zapisa¢ na jednym z dwoch miejsc, a wtedy pozostate trzy
cyfry rozmieszczamy na trzech dostepnych miejscach na 3! sposobow.

W tym przypadku mamy wiec 3 - 2 - 3! = 36 sposobéw zapisu takich liczb.



Wobec tego wszystkich takich liczb jest 36 4+ 36 = 72.

e sposob 11
Zauwazamy, ze wszystkich liczb pieciocyfrowych o réznych cyfrach
zapisanych za pomoca cyfr1,2,3,4,5jest5-4-3 -2 -1 = 120. W zapisie
kazdej z tych liczb cyfry 1, 2 sg zapisane obok siebie albo nie sg zapisane
obok siebie. Dla ustalenia, ile jest liczb w drugim przypadku, wystarczy wiec
obliczy¢, ile jest takich liczb, w ktorych cyfry 1, 2 sg zapisane obok siebie.
Zliczanie rozktadamy na dwa etapy:
- wybor dwoch miejsc dla cyfr 1, 2 oraz zapisanie tych cyfr,
- zapisanie pozostatych trzech cyfr.
Mamy cztery mozliwo$ci wyboru sgsiednich miejsc dla cyfr 1, 2: pierwsze
i drugie lub drugie i trzecie, lub trzecie i czwarte, lub czwarte i pigte.
W kazdym z tych czterech przypadkow cyfry 1, 2 mozemy zapisa¢ na
wybranych miejscach na dwa sposoby. W drugim etapie zapisujemy
pozostale trzy cyfry na trzech dostepnych miejscach, co mozna zrobi¢ na 3!
sposobow. Oznacza to, ze wszystkich takich liczb pieciocyfrowych,
w ktorych cyfry 1, 2 sa zapisane obok siebie, jest 4 - 2 - 3! = 48. Stad
wszystkich takich liczb pieciocyfrowych, w ktorych cyfry 1, 2 nie sg zapisane
obok siebie, jest 120 — 48 = 72.
Uwaga. Zliczanie wszystkich mozliwych liczb pieciocyfrowych o r6znych
cyfrach zapisanych za pomoca cyfr 1, 2, 3,4, 5 w ktorych cyfry 1, 2 sg
zapisane obok siebie, mozna przeprowadzi¢ w nastepujacy sposob:
Dwie sgsiadujace cyfry 1, 2 zapisujemy jako jeden nowy obiekt, ktory
oznaczamy jako np. z. Nastepnie obliczamy liczbe mozliwych rozmieszczen
4 elementoéw: bloku x oraz cyfr 3, 4, 5, - takich rozmieszczen jest 4! = 24.
W kazdym z nich trzeba jeszcze zamieni¢ z na zapisane obok siebie cyfry 1, 2
, Co mozna zrobi¢ na 2 sposoby. Ostatecznie stwierdzamy, ze wszystkich
mozliwych liczb pieciocyfrowych o réznych cyfrach zapisanych za pomocg
cyfr 1, 2, 3,4, 5, w ktorych cyfry 1, 2 sg zapisane obok siebie, jest 2 - 24 = 48.

1. cyfra 1 jest zapisana przed cyfrg 2 (patrzac od lewe;).

e sSposobl



Numerujemy od lewej miejsca, na ktorych mozna zapisac cyfry takiej liczby
pieciocyfrowej: (1), (2), (3), (4), (5).

Zliczanie rozktadamy na dwa etapy:

e wybor miejsc dla cyfr 1, 2 oraz zapisanie tych cyfr,

e zapisanie pozostalych trzech cyfr.

Poniewaz numer miejsca dla cyfry 1 musi by¢ mniejszy od numeru miejsca dla

cyfry 2, wiec:

e jezeli cyfre 1 zapiszemy na miejscu (1), to dla cyfry 2 zostaja do wyboru 4
miejsca,

e jezeli cyfre 1 zapiszemy na miejscu (2), to dla cyfry 2 zostajg do wyboru 3
miejsca,

e jezeli cyfre 1 zapiszemy na miejscu (3), to dla cyfry 2 zostaja do wyboru 2
miejsca,

e jezeli cyfre 1 zapiszemy na miejscu (4), to dla cyfry 2 zostaje do wyboru 1
miejsce,

cyfry 1 nie mozna zapisa¢ na miejscu (5).

Oznacza to, ze jest doktadnie 4 + 3 + 2 + 1 = 10 mozliwo$ci wyboru miejsc

i zapisania cyfr 1, 2. W kazdym z tych przypadkow pozostaje nam zapisac cyfry 3,
4, 5 na pozostalych trzech miejscach, co mozna zrobi¢ na 3! = 6 sposobdéw. Zatem
wszystkich liczb pieciocyfrowych o réznych cyfrach, zapisanych za pomoca cyfr 1
,2,3,4,5,w ktorych cyfra 1 jest zapisana przed cyfra 2 (patrzac od lewej) jest

10 - 6 = 60.

e sposob II

Rozbijemy zbior liczb pieciocyfrowych o roéznych cyfrach zapisanych za pomocg

cyfr 1, 2, 3, 4, 5 na dwa podzbiory:



A - tych liczb, w ktorych cyfra 1 jest zapisana przed cyfrg 2,
B - tych liczb, w ktorych cyfra 2 jest zapisana przed cyfrg 1.
Poniewaz:
e zbiory te sg roziaczne, wiec |A U B| = |A| + |B|,
o wszystkich liczb pieciocyfrowych o réznych cyfrach zapisanych za pomocg
cyfrl,2,3,4,5jest5-4-3-2-1=120,wiec|AU B| = |A| + |B| = 120.
Zauwazmy, ze:
e wybierajac dowolna liczbe ze zbioru A i zamieniajgc w jej zapisie miejscami
cyfry 1, 2, otrzymamy pewng (dokladnie jedng) liczbe ze zbioru B,
e wybierajac dowolng liczbe ze zbioru B i zamieniajac w jej zapisie miejscami
cyfry 1, 2, otrzymamy pewng (dokladnie jedna) liczbe ze zbioru A.

Wobec tego zbiory A i B s3 réwnoliczne, co oznacza, ze |A| = 3 - 120 = 60.

Zatem wszystkich liczb pieciocyfrowych o réznych cyfrach zapisanych za pomocg
cyfr1,2, 3,4, 5, w ktorych cyfra 1 jest zapisana przed cyfrg 2 (patrzac od lewej),
jest 5 - 120 = 60.
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Cwiczenie 14 C
Rozpatrujemy wszystkie prostokaty, ktorych boki zawierajg sie w liniach siatki dzielacej

prostokat o wymiarach 4 i 8 na kwadraty jednostkowe.
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Mamy do dyspozycji trzy pudetka: biate, czarne i z6tte. W biatym jest 7 kul,
ponumerowanych od 1 do 7, w czarnym jest 5 kul, ponumerowanych od 1 do 5,

aw zottym sa 4 kule, ponumerowane od 1 do 4. Z kazdego pudetka losujemy jedng
kule. lle jest wszystkich mozliwosci wylosowania w ten sposdéb tréjki liczb, ktérych

iloczyn jest podzielny przez 5?
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