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Okrag wpisany i opisany na trojkacie prostokatnym

Zrédto: Possessed Photography, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Kiedy pole tréjkata prostokatnego jest najwieksze?

Rozwazmy trojkat prostokatny o przeciwprostokatnej dtugosci c. Jesli przez a, b oznaczymy
dtugosci przyprostokatnych tego trojkata, to mozna bada¢ zagadnienie dotyczace wartosci,
jakie moze przyjmowac iloczyn a - b. Geometrycznie oznacza to w istocie badanie pola tego
trojkata. Nietrudno zauwazy¢ (patrz: ponizszy rysunek), ze pole trojkata prostokatnego

o przeciwprostokatnej c jest najwicksze wtedy, gdy trojkat jest rownoramienny.



Tréjkat prostokatny o najwiekszym polu.

Wtedy |AC| = |BC| = %, a pole trojkata jest rowne %2.

Z kolei pole to moze by¢ dowolnie mate, w szczegolnosci, gdy wierzchotek D bedzie lezat
dowolnie blisko punktu A, jak na rysunku. Tym samym iloczyn a - b przyjmuje wszystkie

2
wartos$ci z przedziatu (0, 5 >
Twoje cele

e Udowodnisz twierdzenie o sumie dtugosci promieni okregdéw opisanego

i wpisanego w trojkat prostokatny.
o Wyprowadzisz wzor na dlugo$¢ promienia okregu wpisanego w trojkat prostokatny.
» Zastosujesz poznane zalezno$ci w sytuacjach typowych i problemowych.




Przeczytaj

Promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym

Wiemy, ze w okregu miara kata wpisanego jest dwa razy mniejsza od miary kata srodkowego
opartego na tym samym tuku. Prostg konsekwencja tego twierdzenia jest wniosek, iz kazdy
kat wpisany oparty na potokregu jest prosty, a w konsekwenciji, ze przeciwprostokatna
dowolnego trojkata prostokatnego jest sSrednicq okregu opisanego na tym trojkacie.

Tréjkaty rozpiete na srednicy okregu.

Twierdzenie: o okregu opisanym na trojkacie prostokatnym
Promien R okregu opisanego na trojkacie prostokgtnym o przeciwprostokgtnejc ma
dlugosé rowna R = +c.

Promien okregu wpisanego w tréjkat prostokatny

Rozwazmy trojkat prostokatny ABC' o przeciwprostokatnej AB. Przez P, Q, R oznaczmy
punkty, w ktérych okrag o $srodku O i promieniu 7, wpisany w ten trojkat, jest styczny do
odpowiednich bokow trojkata, jak na rysunku.
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Promien okregu wpisanego.

Z zasadniczego twierdzenia planimetrii (twierdzenia o odcinkach stycznych) wynika
réwnos¢ odpowiednich odcinkéw, co pozwala przyja¢ oznaczenia: |AP| = |AR| = =,

|BP| = |BQ| = yoraz |CQ| = |CR| = =
Czworokat CROQ jest kwadratem, zatem z = r.

Przyjmijmy: |AB| = ¢, |BC| = a, |AC| = b.Wtedy: |AB|=c=2z+y,|BC|=a=y+ 2,
|AC| =b=z+zstadc=x+y=(b—2)+ (a — 2). Zatemc = a + b — 2z, czyli

z= %b_c Ale z = r, stad promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny
atb—c
=<,

o przeciwprostokatnej c i przyprostokatnych a, b ma dtugos$¢ r =
Ostatnia rownos$¢ pozwala sformutowac¢ ponizsze twierdzenie.
Twierdzenie: o sumie srednic

Suma dlugosci przyprostokagtnych w trojkacie prostokgtnym jest rowna sumie dtugosci
Srednic dwoch okregow: opisanego i wpisanego w ten trojkat.

Dowadd

Niech R, r oznaczaja odpowiednio promien okregu opisanego i promien okregu
wpisanego w trojkat prostokatny o przeciwprostokatnej c i przyprostokatnych a, b.
Wtedy r = %b_c. Poniewaz ¢ = 2R, wigc r = MT_zR. Stad 2r = a + b — 2R, czyli
2R + 2r = a + b. Co bylo do udowodnienia.

Przyktad 1

Wyznaczymy teraz pole trojkata prostokatnego w zaleznosci od dtugosci promieni R, r
okregow opisanego i wpisanego w ten trojkat.
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Rozwigzanie

Na wstepie przyjmijmy, ze przyprostokatne trojkgta maja dlugosci a, b, a pole tego trojkata
oznaczmy przez P.

Wiemy, ze 2R + 2r = a + b. Podnoszac stronami zapisana rowno$¢ do kwadratu
otrzymujemy 4R? + 8Rr + 4r* = a® + 2ab + b°.

Ale a? +b% = ¢ = (2R)* = 4R oraz 2a-b= P, czylia-b = 2P,
Zatem 4R? + 8Rr + 4r? = 4R? 4+ 4P. Stad P = r*> + 2Rr.
Przyktad 2

Rozwazmy trojkat prostokatny opisany na okregu o promieniu r i wpisany w okrag
o promieniu R = 3r. Wyznaczymy dlugosci przyprostokatnych a, b tego trojkata.

Rozwigzanie

a+b—c
2

Poniewaz r = orazc = 2R = 2 - (3r) = 6r, wiec a + b = 8r. Korzystajac z wyniku

uzyskanego w Przykladzie 1. mozemy zapisa¢, ze 5ab = r? + 2 - (3r)r. Stad ab = 1472,

ab = 14r?2

Mozemy teraz zapisa¢ uklad rownan z niewiadomymi a, b: { b g
a = 8r

Z drugiego z robwnan wynika, ze b = 8r — a, stad a - (8r — a) = 1472, Rozwigzemy teraz
rownanie kwadratowe z niewiadomg a i parametrem r postaci a®> — 87 - a + 14r? = 0.
Jego wyroznik jest rowny A = 64r% — 4 - 1472 = 8r2.

Stad a; = —8r+§\/§r = (4 - \/_)r ay = ¥= 2\/_r = (4 — \/5)7'

Odpowiednio by = 8r —a; = 8r — (4 + \/i)r = (4 — \/§>r oraz

b2:8r—a2:8r—(4—\/§)r: (4—|—\/§)r.

Pozostaje zauwazyc, ze trojkat spetniajgcy warunki zadania jest wyznaczony

jednoznacznie: jedna z jego przyprostokgtnych ma dtugosc (4 — \/5) r,adruga
(4 + \/5) 7.

Stosunek dtugosci promienia okregu opisanego na trdjkacie do
dtugosci promienia wpisanego w dany tréjkat prostokatny

Z nierownosci Eulera wynika, ze jesli R jest promieniem okregu opisanego na dowolnym
trojkacie, a r jest promieniem okregu wpisanego w ten trojkat, to R > 27, gdzie rownos¢
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zachodzi tylko dla trojkata rownobocznego. Zatem % > 2. Warto zbadac iloraz promieni
tych okregow w przypadku trojkata prostokgtnego. W szczegodlnosci pozwoli to stwierdzic,
ze problem postawiony w Przykladzie 2. byl dobrze okreslony. Rozwazmy trojkat
prostokatny rownoramienny o przeciwprostokatnejc. Wtedy ¢ = 2R, a kazda

z przyprostokagtnych ma dtugos¢ a = % = f/—}; =
wiec rowny r = %ﬁ_m = R(\@ — 1). Zatem iloraz % ma wartos¢

—=E& __ — /2 + 1ijest to najmniejsza wartoé¢, jaka moze przyja¢ ten iloraz w przypadku

(V)
trojkata prostokatnego. Prawdziwe jest zatem nastepujace twierdzenie.

R - /2. Promien okregu wpisanego jest

Twierdzenie: o ilorazie promieni okregéw w tréjkacie prostokatnym

Niech R bedzie promieniem okregu opisanego na trojkacie prostokatnym, a » niech
bedzie promieniem okregu wpisanego w ten trojkat. Wtedy £ > V24 1.

Y
Z powyzszych rozwazan wynika w szczegolnosci, ze w trojkacie prostokatnym

o przeciwprostokatnej ¢ najmniejsza odlegtos¢ miedzy srodkiem okregu opisanego na tym
(\/5—1) -c

trojkgcie i sSrodkiem okregu wpisanego w ten trojkat jest rowna ————

Stownik
twierdzenie Eulera

w trojkacie kwadrat odlegtosci miedzy srodkami okregow opisanego i wpisanego w ten
trojkat jest rowny R? — 2Rr, gdzie R, r s3 odpowiednio promieniami tych okregow

zasadnicze twierdzenie planimetrii

odcinki stycznych poprowadzone do danego okregu z punktu lezgcego na zewngtrz

okregu, wyznaczone przez ten punkt i punkty stycznosci, majg rowne dtugosci



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Uruchom symulacje interaktywna. Ustal potozenie wierzchotkéw trojkata w taki sposéb, aby
iloraz % dtugosci promieni okregdw opisanego i wpisanego w ten tréjkat byt najmniejszy.
Sformutuj hipoteze dotyczacag wartosci tego ilorazu.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DtISIFgcK
Polecenie 2

Oblicz wartos¢ wyrazenia %”_C dla réznych potozen wierzchotkéw trojkata. Poréwnaj
otrzymang wartos$¢ z dtugoscia promienia r okregu wpisanego w ten tréjkat. Sformutu;j

odpowiednig hipoteze.
Polecenie 3

Ustal potozenie wierzchotkow tréjkata tak, aby iloraz % byt réwny 4. Oblicz stosunek a : r
dtugosci krotszej przyprostokatnej do promienia okregu wpisanego w tréjkat. Rozwiaz
zagadnienie algebraicznie i poréwnaj otrzymane wyniki.



https://zpe.gov.pl/a/Dt1SIFgcK

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Roéznica promieni okregdw opisanego na trojkacie prostokatnym i wpisanego w ten tréjkat jest
rowna 3. Pole trojkata jest rowne 24. Oblicz obwéd tego tréjkata.

Cwiczenie 2 @)

Pole trojkata prostokatnego jest rowne 60, a obwad tego tréjkata jest rowny 40. Wyznacz
dtugosci promieni okregdw opisanego i wpisanego w ten tréjkat.

Cwiczenie 3 @

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. W trojkat prostokatny o przyprostokatnych réwnych
odpowiednio 5, 12 wpisano okrag. Promien tego okregu jest réwny

O 4
O 3.
o)

5
O 3
Cwiczenie 4
W tréjkacie prostokagtnym promien okregu opisanego jest réwny R, a promien okregu

wpisanego jest rowny r. Wyznacz dtugosci przyprostokatnych tego trojkata. Rozstrzygnij,
kiedy zadanie ma rozwiagzanie.

Cwiczenie 5



Cwiczenie 6

Zaznacz prawidtowga odpowiedz. Niech R, r oznaczajg odpowiednio promien okregu
opisanego i promier okregu wpisanego w tréjkat prostokatny o polu réwnym 972, Wtedy

() R=9r.
O R=2r
O R=23r

O R=4r

Cwiczenie 7 @

Okregiem dopisanym do tréjkata nazywamy okrag styczny do jednego z bokéw tego tréjkata

i przedtuzen dwoch pozostatych jego bokow. Dany jest trojkat prostokatny opisany na okregu
o promieniu r. Okrag dopisany do tego trojkata i styczny do przeciwprostokatnej ma promien
Rp, jak na rysunku.
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Uzasadnij, ze pole danego trojkata jest rowne r - Rp.




Cwiczenie 8 @
Ocen prawdziwos$¢ ponizszych zdan, zaznaczajac prawde lub fatsz przy kazdym stwierdzeniu.

Prawda Fatsz

Istnieje trojkat prostokatny,
w ktorym stosunek dtugosci
promieni okregéw O O
opisanego i wpisanego
w ten tréjkat jest rowny 2.

Istnieje trojkat prostokatny,
w ktérym réznica dtugosci
promieni okregoéw
opisanego i wpisanego O O
w ten trojkat jest réwna 1,5

Istnieje trojkat prostokatny,
w ktérym suma dtugosci
promieni okregéw
opisanego i wpisanego O O
w ten tréjkat jest rowna 3,5

Stosunek pola kota
opisanego do pola kota
wpisanego w tréjkat O O
prostokatny jest zawsze
wiekszy niz 3.

Istnieje troéjkat prostokatny,
w ktérym réznica pél kota
opisanego i kota wpisanego O O
w ten tréjkat jest mniejsza
od 40.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Okrag wpisany i opisany na trojkacie prostokatnym

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Planimetria

5) stosuje wlasnosci katow wpisanych i srodkowych;

10) wskazuje podstawowe punkty szczegolne w trojkacie: srodek okregu wpisanego
w trojkat, sSrodek okregu opisanego na trojkacie, ortocentrum, srodek ciezkosci oraz
korzysta z ich wiasnosci;

12) przeprowadza dowody geometryczne.
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe.
Cele operacyjne:

Uczen:

 stosuje pojecie trojkata opisanego na okregu;

 stosuje pojecie trojkgta wpisanego w okrag;

 stosuje twierdzenie o kacie wpisanym i srodkowym opartych na tym samym tuku;
e przeprowadza dowody geometryczne.

Strategie nauczania:
» konstruktywizm.

Metody i techniki nauczania:



o dyskusja;
o liga zadaniowa.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniow miata do
dyspozycji komputer. Lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel prezentuje przygotowany wczesniej rysunek okregu i prosi o narysowanie
dowolnego trojkata prostokatnego wpisanego w ten okrag. Nastepnie formutuje
problem okreslenia zbioru wartosci iloczynu a - b dtugos$ci przyprostokatnych.
Uczniowie rysujg rozne trojkaty wpisane w dany okrag i zastanawiajg si¢ nad
rozwigzaniem problemu. Nastepnie formutujg i zapisuja w notatnikach rozwigzanie
problemu.

2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prosi o przypomnienie twierdzenia o katach wpisanym i sSrodkowym
opartych na tym samym luku. Nastepnie uczniowie przeprowadzajag dowod
twierdzenia, ze kazdy trojkat, ktorego bokiem jest Srednica okregu, jest prostokatny -
wybrany uczen zapisuje szkic dowodu na tablicy.

2. Uczniowie formutlujg twierdzenie o dtugo$ci promienia okregu opisanego na trojkacie
prostokatnym.

3. Nauczyciel prosi o uruchomienie symulacji interaktywneji rozwiazanie
przedstawionych tam problemow.

4. Nastepnie nauczyciel prosi o przypomnienie twierdzenia o odcinkach stycznych
i prezentuje przygotowany wczesniej rysunek trojkata z zaznaczonymi punktami
stycznos$ci okregu wpisanego i dlugosciami odpowiednich odcinkow stycznych. Prosi
o zapisanie rowno$ci miedzy odcinkami stycznych i bokami tréjkata i formutuje
problem dotyczacy wyznaczenia dlugo$ci promienia okregu wpisanego, ktory to
problem uczniowie rozwigzuja w parach. Wybrany uczen prezentuje rozwigzania na
forum klasy.



6.

7.

. Nastepnie nauczyciel podaje twierdzenie o sumie Srednic i prosi uczniow

o uzasadnienie tego twierdzenia.

Nauczyciel podaje problemy do rozwigzania. Uczniowie rozwigzuja je w parach.
Wybrany uczen prezentuje rozwigzania na forum klasy.

Na koniec nauczyciel prezentuje zagadnienie relacji miedzy promieniami okregow
opisanego i wpisanego w trojkat prostokatny. Uczniowie, korzystajac z obserwacii
modelu w symulacji formutuja rozwigzanie - wybrany uczen zapisuje je na tablicy.

. Nauczyciel dzieli klas¢ na 4-osobowe grupy. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia

interaktywne na czas (od ¢wiczenia latwiejszego do trudniejszych sposrod: 2, 3, 5, 6

i 8). Grupa, ktora rozwigze poprawnie ¢wiczenia jako pierwsza, wygrywa, a nauczyciel
moze nagrodzi¢ uczniow ocenami za aktywnos¢. Rozwigzania sg prezentowane na
forum klasy, watpliwo$ci omawiane.

Faza podsumowujaca:

Nauczyciel prosi wybranych ucznioéw o przedstawienie najwazniejszych elementow,
jakie byly omawiane w trakcie lekciji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaty wykonane w czasie zaje¢: 1,417

Materialy pomocnicze:

Okrag wpisany w trojkat prostokgtny

Okrag opisany na trojkacie

Wskazowki metodyczne:

Symulacje interaktywng mozna zastosowa¢ w ramach powtorzenia przed sprawdzianem.
Mozna wykorzysta¢ przy realizacji tematu o okregach opisanych i wpisanych w dowolny
trojkat.
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