Wtasnosci funkcji ztozonych
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Whiasnosci funkcji ztozonych

Zrodto: dostepny w internecie: Arek Socha z Pixabay, domena publiczna.
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W czasie spotkan z matematyka bardzo czesto natrafiamy na funkcje ztozone. Jednym
z najprostszych przyktadow funkcji ztozonejjest funkcja f : R — R, f(z) = 2z + 1.
Mozemy ja otrzymac¢ w wyniku zlozenia h o g dwéch funkciji liniowych g : R — R,
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g(x)=2zih:R — R, h(z) =z + 1. W przypadku funkciji liniowej wspotczynnik a mowi
nam o monotonicznosci funkcji. Trudniejjest okresli¢ te wlasnos¢ dla bardziej ztozonych
funkcji np. f(z) = logy v/ —2x + 3. Wykres tej funkciji ztozonej znajduje sie powyzeji jak
widac jest to funkcja malejaca. Tutaj dowiesz sig, jakie twierdzenia dajg nam narzedzie do
badania monotonicznosci funkcji ztozonych.

Twoje cele

» Dokonasz analizy wlasnosci sktadowych funkcji ztozonej, aby pokaza¢ dang wlasnos¢
funkciji ztozone;j.

» Zastosujesz twierdzenia dotyczace funkcji ztozonych do wykazywania wlasnosci
takich funkcii.




Przeczytaj

Definicja: funkcja ztozona

Niech dane beda funkcje f : X — Yig:Y — Z.Dlakazdego elementu z € X istnieje
wowczas doktadnie jeden element z € Z, taki ze z = g(f(x)). Funkcje f i g wyznaczajg
wiec nowa funkcje h : X — Z okreslong w nastepujgcy sposob: h(z) = g(f(z)) dla
kazdego z € X. Funkcje h nazywamy superpozycja lub ztoZzeniem funkcji fi g

i oznaczamy symbolem g o f.

Wiasnosé: wtasnosci funkcji ztozonej

. ztozenie funkciji jest dziataniem tgcznym,

. ztozenie funkciji nie jest dzialaniem przemiennym,

. ztozenie dwoch funkcji réznowartosciowych jest funkcja roznowartosciows,

. ztozenie dwoch funkciji, ktore sg ,na” nie musi by¢ ,,na”,

. ztozenie dwoch funkciji rosnacych jest funkcja rosnaca,

. ztozenie dwoch funkcji malejacych jest funkcja rosnaca,

. ztozenie funkcji rosngcej (malejgcej) z funkcjg malejgcg(rosngcy) jest funkcja malejaca,
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. ztozenie dwoch funkciji parzystych jest funkcjg parzysta.

Powyzsze wilasnoSci zostang pokazane i doktadnie wyjasnione w ponizszych przyktadach.
Dodatkowo zostanie wprowadzone pojecie funkcji tozsamosciowe;.

Przyktad 1

Pokazemy, ze ztozenie funkcji jest dzialaniem fgcznym tzn. ze dla dowolnych funkciji f, g
i h zachodzi: fo (goh) = (fog)oh.

Rozwiazanie:

Niechh: S =T, g W =X, f: Y =ZTCW,XCY.

Wezmy dowolny z € S. Woéwczas

(folgoh))(z) = f((goh)(z)) = f(g(h(z))) = (f o g)(h(z)) = ((f o g) o h)().
Przyktad 2

Pokazemy, ze ztozenie funkcji nie jest dzialaniem przemiennym.

Niech funkcje f, g beda okreslone przy pomocy tabelek:

f:{1, 2,3, 4} — {1, 2, 3, 4}.
Argumenty i wartosci funkcji
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Argumenty i wartos$ci funkcji

z 4 2 3 1
() 2 3 1 4
oraz

g:4{1, 2, 3,4} — {1, 2, 3, 4}
Argumenty i wartosci funkcji

T 3 4 1 2
9(x) 4 1 2 3
Znajdzmy ztozenia g o f oraz f o g.
Rozwigzanie:
Budujemy funkcje g o f.

Przepisujemy wiersz argumentéw funkcji f z pierwszej tabelki. Dla argumentu 4 funkcja
f przyporzadkowuje warto$¢ 2, ktora staje sie argumentem funkcji g. Z drugiej tabelki dla
argumentu 2 otrzymujemy wartos¢ rowng 3.

Analogicznie wypelniamy dalej tabelke. Otrzymujemy ztozenie g o f:
Argumenty i wartosci funkcji

x 4 2 3 1
(9 (@) 3 4 2 1
oraz fog:

Argumenty i wartosci funkcji

T 3 4 1 2
(fog)(z) 2 4 3 1

Widzimy, ze otrzymaliSmy dwa rozne przyporzadkowania, czyli sktadanie funkcji nie jest
przemienne.

Przyktad 3

Jak myslisz, jak wyglada tabelka funkcji e : {1, 2, 3, 4} — {1, 2, 3, 4}, ktéra dla kazde;
funkciji f: {1, 2, 3, 4} — {1, 2, 3, 4} spetnia nastepujacy warunek:

foe=eof=f?

Argumenty i wartosci funkcji



Argumenty i wartos$ci funkcji
e(z)
Rozwigzanie:

Jest to funkcja tozsamosciowa albo inaczejidentycznosc¢ ,id”:
Argumenty i wartosci funkcji

x 1 2 3 4
e(z) 1 2 3 4
Przyktad 4

Znajdziemy funkcje h, ktéra spetnia warunek: f o h = e = id, gdzie f i e sg okreslone
odpowiednimi tabelkami:

z |14(2]13]1 x x |1[2]13]4
fla)| 1|3 [4]2 h(z) e(z)|1[2]3]4
Rozwigzanie:

Jak pokazalismy, sktadanie funkciji nie jest przemienne.

Nalezy pamieta¢, ze zapis f o h czytamy od strony prawej do lewej, czyli funkcja h
(wewnetrzna) jest ztozona z funkcjg f (zewnetrzng).

W wyniku tego ztozenia otrzymujemy funkcje tozsamosciowq e.
Dziedzing funkciji e jest zbior {1, 2, 3, 4}.

Wpisujemy te argumenty w wiersz pierwszy tabelki funkciji A.

Z tabelki funkcji e wynika, ze e(1) = 1.

Szukamy teraz takiego argumentu funkcji zewnetrznej f, ze f(x) = 1.
Z tabelki funkcji f odczytujemy f(4) = 1.

Stad poniewaz argumenty funkcji zewnetrznej sa wartosciami funkcji wewnetrzne;j
wynika, ze h(1) = 4.

Zatem w wierszu drugim w kolumnie pierwszej tabelki funkcji h wpisujemy 4.



Analogicznie szukamy pozostalych warto$ci funkciji wewnetrznej h.

x |4]12]13]1 961234_331234
flz)|1]3]4]2 hz)|4[1]2(3 e(x)|12]3]4
Przyktad 5

Pokazemy, ze ztozenie dwoch funkcji roznowartosciowych jest funkcja
roznowartoSciowy.

Niech dane beda dwie dowolne funkcje ré6znowartosciowe f: X —Yig: Z — W,
Y CZ

Wezmy dowolne z1, z2 € X, x1 # x2.

Rozwigzanie:

Funkcja f jest roznowartoéciowa, a wiec f(z1) # f(x2).
Poniewaz Y C Z,to f(z1), f(z2) € Z.

Funkcja g jest roznowartosciowa, stad g(f(x1)) # g(f(z2)).

Pokazalismy, ze dla kazdego x1, xz2 € X, warunek x1 # x2 pociagga za sobg
9(f(x1)) # g(f(z2)), czyli Ztozenie jest roznowartosciowe.

Przyktad 6
Pokazemy, ze ztozenie dwoch funkciji, ktore sg ,na” nie musi by¢ ,na”.

Wezmy funkcje: f : R — (—1, 00), f(z) = 2* — 1, ktorajest ,na” oraz funkcje g : R — R,
g9(x) = 2z + 2, réwniez ,na”.

Rozwigzanie:

Istnieje ztozenie go f : R — R, g(f(z)) = 2(2* — 1) + 2 = 22°.

Istnieje taki element y = —1 € R, ze dla kazdego = € R, g(f(z)) = 2x2 # —1.
Przyktad 7

Pokazemy, ze ztozenie dwoch funkcji rosngcych jest funkcjg rosngca.

Niech dane beda dwie dowolne funkcje rosnace f: X - Yig: Z - W,Y C Z.
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Wezmy dowolne z1, x5 € X, 1 < T».

Rozwigzanie:

Funkcja f jest funkcja rosngcg, a wiec f(z1) < f(x2).
Poniewaz Y C Z, to f(z1), f(zs) € Z.

Funkcja g jest rosnaca, zatem g(f(z1)) < g(f(z2)).

Pokazalismy, ze dla kazdego x1, x5 € X, warunek x; < x5 pociaga za sobg
9(f(z1)) < g(f(z2)), czyli ztozenie jest funkcja rosnaca.

Przyktad 8

Pokazemy, ze ztozenie dwoch funkcji malejgcych jest funkejg rosngca.

Niech dane beda dwie dowolne funkcje malejace f : X - Yig: Z - W)Y C Z.
WezZmy dowolne x1, x5 € X, 1 < Zo.

Rozwigzanie:

Funkcja f jest funkcja malejacg, awiec f(x1) > f(x2).

Poniewaz Y C Z,to f(x1), f(z2) € Z.

Funkcja g jest rowniez malejgca, zatem g(f(z1)) < g(f(z2)).

Pokazalismy, ze dla kazdego x1, x5 € X, warunek x; < x5 pociaga za sobg
9(f(z1)) < g(f(z2)), czyli ztozenie jest funkcja rosnaca.

Przyktad 9

Pokazemy, ze ztozenie funkcji rosnacej (malejacej) z funkcjg malejacg (rosnacy) jest
funkcja malejaca.

Niech dana bedzie funkcja rosngca f : X — Y i funkcjamalejacag: Z — W,Y C Z.
Wezmy dowolne 1, x5 € X, 1 < To.

Rozwigzanie:

Funkcja f jest funkcja rosngcg, a wiec f(z1) < f(x2).

Poniewaz Y C Z,to f(x1), f(z2) € Z.

Funkcja g jest malejaca, zatem z warunku f(z1) < f(x2) wynika g(f(z1)) > g(f(x2)).
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Pokazalismy, ze dla kazdego x1, x5 € X, warunek x; < x5 pociaga za sobg
9(f(z1)) > g(f(z2)), czyli ztozenie jest funkcja malejaca.

Przypadek ztozenia funkcji malejacej z funkcja rosnacg pokazuje sie analogicznie.
Przyktad 10

Pokazemy, ze ztozenie dwoch funkcji parzystych jest funkcja parzysta.

Niech dane beda dwie dowolne funkcje parzyste f: X - Yig: Z — WorazY C Z.
Wezmy dowolne z, —z € X. Wowczas

Rozwigzanie:

(g0 f)(—=z) = g(f(—=)) = 9(f(x)) = (g0 f)(=).

Stad wynika, ze ztozenie g o f : X — W jest funkcja parzysta.

Stownik
funkcja réznowartosciowa

funkcja jest roznowartosciowa, jesli dla kazdego x1, xz2 € X warunek x1 # x2 pociaga za
soba

f(z1) # f(x2)

funkcja ,na”
funkcija jest ,na”, jesli dla kazdego y € Y istnieje x € X taki, ze
fl@z) =y

funkcja rosnaca

funkcja jest rosnaca, jesli dla kazdego z1, z2 € X warunek x1 < x2 pociaga za sobg
f(@1) < f(x2)

funkcja malejaca

funkcija jest malejaca, jesli dla kazdego z1, 2 € X warunek z1 < x2 pociaga za sobg
f(@1) > f(x2)

funkcja parzysta
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funkcja jest parzysta, jesli dla kazdego x € X zachodzi —z € X i

f(=z) = f(z)



Symulacja interaktywna

Polecenie 1

Wybierz funkcje zewnetrzna (sposréd funkcji g1 - g4) oraz funkcje wewnetrzna (sposrod
funkcji f1- f4). Okres$l monotoniczno$¢ wybranych funkcji a nastepne okresl monotonicznosc
funkcji ztozonej. Wyciagnij wnioski.

Zasob interaktywny dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/D7X[jCM95
Polecenie 2

Dana jest funkcja f(z) = logy v/ —2z + 3. Okresl monotonicznos¢ funkcji f.


https://zpe.gov.pl/a/D7XIjCM95

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @



Cwiczenie 1 ¢

Dane s3 funkcje okreslone przy pomocy tabelek:

F:{1,2 3, 4} = {1, 2, 3, 4}.

g:{1,2, 3,4} > {1, 2, 3, 4}.

hi{l, 2, 3,4} — {1, 2, 3, 4}.




Argumenty i wartosci funkcji




Cwiczenie 2 ¢

Dane s3 funkcje okreslone przy pomocy tabelki:

fii{l, 2, 8 4y = {1, 2, 3, 4}.

fi(z) 1 2 4 3

f:{1, 2,3, 4} - {1, 2, 3, 4}.

£:{1, 2, 3, 4} - {1, 2, 3, 4}.




f3(z) 2 1 4 3

Ffi:{1,2, 3, 4} = {1, 2, 3, 4}.

fa(z) 1 4 2 3

oraz

g1 {17 2, 3, 4} - {1> 2, 3, 4}°




g1(x) 4 3 1 2

g2 :{1, 2, 3, 4} — {1, 2, 3, 4}.

g5:{1, 2, 3, 4} — {1, 2, 3, 4}.

gs: {1, 2, 3,4} — {1, 2, 3, 4}.



Argumenty i wartosci funkcji

94(x) 4 3 2 1

Potacz parami tabelki funkcji f;, ¢ € {1, 2, 3, 4} z tabelkami funkcji g;, j € {1, 2, 3, 4}
tak, aby zachodzito f; o g; = id, pamietajac, ze ztozenie nie jest przemienne i czytamy je od
prawej strony do lewe;.

fao g3
f3o g2
fio 94
fao g1

Cwiczenie 3

Dana jest funkcja ztozona okreslona wzorem f(z) = log.1 (3z + 1).

Wskaz wszystkie prawidtowe odpowiedzi:

[ ] Funkcja jest nierosnaca.
(] Funkcja jest rosnaca.
(] Funkcja jest réznowartosciowa.

(] Funkcja jest malejaca.



Cwiczenie 4

Wykaz, ze funkcja f(z) = @ jest funkcja réznowartosciowa.

Cwiczenie 5

Funkcja f jest okreslona wzorem f(z) = log, v/4 — 3z. Okresli¢ monotonicznos¢ funkji f.
Cwiczenie 6

Pokaz, ze ztozenie dwdéch funkcji nieparzystych jest funkcjg nieparzysta.

Cwiczenie 7 @

Pokaz, ze ztozenie funkcji nieparzystej (parzystej) z funkcjg parzysta (nieparzysta) jest funkcja
parzysta.

Cwiczenie 8 @

Zbadaj, czy funkcja f(a:) = |2:135 + 32 — a:‘ jest funkcja parzysta czy nieparzysta.



Dla nauczyciela

Autor: Beata Kuna

Przedmiot: Matematyka

Temat: WlasnoSci funkcji zlozonych

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje.

Zakres podstawowy. Uczen:

4) odczytuje z wykresu funkciji: dziedzine, zbior wartosci, miejsca zerowe, przedzialty
monotonicznosci, przedziaty, w ktorych funkcja przyjmuje wartosci wieksze (nie mniejsze)
lub mniejsze (nie wieksze) od danejliczby, najwieksze i najmniejsze wartosci funkcii (o ile
istnieja) w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla ktorych warto$ci najwigksze
i najmniejsze sg przez funkcje przyjmowane;

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) postuguje sie ztozeniami funkciji;
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sig;
» kompetencje obywatelskie.

Cele operacyjne:
Uczen:
» dokonuje analizy wlasnosci sktadowych funkcji ztozonych, aby pokaza¢ dang wlasnos¢

zlozenia;
 stosuje twierdzenia dotyczace funkciji ztozonych do wykazywania wiasnosci ztozen.



Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e dywanik pomystow;
e burza mozgow.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltosnikami, stuchawkami i dostepem do Internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel razem z uczniami przypomina definicje funkcji ztozonej. Pokazuje diagramy
albo je rysuje.

2. Prowadzac rozmowe kierowang nauczyciel sktania uczniow do przypomnienia
wlasnosci funkciji: roznowartosciowos¢, ,na’, monotonicznos$c¢, parzystosc¢
i nieparzystosc.

3. Nastepnie wraz z uczniami okresla cele i kryteria sukcesu.

4. Nauczyciel prosi uczniow, aby zglaszali swoje propozycje pytan do wspomnianego
tematu. Jedna osoba moze zapisywac je na tablicy. Gdy uczniowie wyczerpig pomysty,
a pozostaly jakies wazne kwestie do poruszenia, nauczyciel je dopowiada.

Faza realizacyjna:

1. Wybrany uczen przypomina wlasno$c¢ tacznosci dodawania i mnozenia liczb
rzeczywistych. Nauczyciel przedstawia Przykiad 1.

2. Wybrany uczen przypomina prawo przemienno$ci dodawania i mnozenia w zbiorze
liczb rzeczywistych i rozwigzuje Przykiad 2 przy tablicy.

3. Uczniowie analizujg Przyktady 3 i 4, nastepnie rozwigzania sg dyskutowane na forum
klasy.

4. Uczniowi metodg dywanika pomystow proponuja rozwigzania Przyktadow 5-7,
porownujq je z zaproponowanymi w materiale.



5. Uczniowie analizujg przyktady ztozen funkcji przedstawionych w symulacji
interaktywne;j.

6. Uczniowie rozwigzuja ¢wiczenia 4-6 w sekcji ,Sprawdz si¢”, nauczyciel wyjasnia
zglaszane watpliwosci.

Faza podsumowujaca:

e Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem przykladow, ktore pojawily sie
na lekciji.

Praca domowa:
Uczniowie:

 analizujg przyktady 8-10 z sekcji ,Przeczytaj’,

» wykonujg polecenie 2 pod symulacja interaktywna,

» rozwiazuja ¢wiczenia z sekcji ,Sprawdz si¢”, ktorych nie zdgzyli wykonac¢ podczas
lekcii.

Materialy pomocnicze:
Pojecie funkcji. ZaleznoSci funkcyjne
Wskazowki metodyczne:

Polecenie zwigzane z symulacja i samg symulacje mozna wykorzystac jako materiat stuzacy
powtorzeniu materiatu o wiasnoSciach funkcji ztozonych. Symulacje interaktywng mozna
wykorzysta¢ w lekcji ,Wykresy funkciji ztozonych”.
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