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Czy wiesz, ze katy dwuscienne wystepuja rowniez w naturze? Przyktadem jest czgsteczka
nadtlenku wodoru, ktora w okreslonych warunkach wystepuje w postaci réznych
konformerodw, jest to struktura zbudowana z tak samo potaczonych ze sobg atomow, jednak
roznigcych sie potozeniem przestrzennym z uwagi na rotacje wokot pojedynczych wigzan.
W wyniku rotacji czasteczka przyjmuje rozne konformacje i tak ponizej przedstawiono
strukture nadtlenku wodoru w fazie stalej. Wystepujacy w niejkat dwuscienny jest wiasnie
wynikiem zmiany konformacyjneji sprawia, ze czasteczka ta znajduje si¢ w najnizszej
energetycznie konformacii, co jest kluczowe dla uporzadkowania przestrzennego, jakie
cechuje krysztaly. W fazie gazowej, jak i w fazie cieklej czasteczka nadtlenku wodoru
zmienia swoja konformacje. Przykladowo w cieczy w ukladzie zaczynajg odgrywac istotng
role oddzialywania wodorowe i to one determinujg zmiane¢ konformacyjnag, ktéra prowadzi
w tym przypadku do zmiany poloZenia przestrzennego atomow, co prowadzi do eliminacji
kata dwusciennego.



H
145,8 pm
90’20 O O 98,8 pm

101,9°

Czasteczka nadtlenku wodoru w stanie statym

Twoje cele

e Obliczysz miary katow pomiedzy Scianami w czworosScianie.
» Zastosujesz funkcje trygonometryczne do wyznaczania miar katow dwusciennych.



Przeczytaj

Przypomnijmy, ze w celu wyznaczenia kgta pomiedzy Scianami (zwanego katem
dwusciennym) znajdujemy najpierw wspolng krawedz tych dwoch Scian. Nastepnie do
wybranego punktu na tej krawedzi prowadzimy dwa odcinki, jeden zawarty w pierwszej
Scianie, drugi - w drugiej, tak aby byly one prostopadte do tejkrawedzi. Kat pomiedzy tymi
odcinkami to kat liniowy kata dwusciennego (czyli kat pomiedzy tymi $cianami).

Zastanoéwmy sie, czy zawsze z trojkata rownobocznego o boku dtugosci a i trzech trojkatow
rownoramiennych o podstawie dtugosci a i ramionach dtugosci b mozemy zbudowac
ostrostup prawidtowy trojkatny. Zauwazmy, ze spodek wysokosci takiego ostrostupa
pokrywa sie z punktem przeciecia wysokosci w trojkgcie rownobocznym. Zatem, aby
mozna bylo zlozy¢ z tych trojkatow ostrostup, to dtugos¢ krawedzi bocznej musi by¢
dtuzsza od dwoch trzecich dlugosci wysokosci podstawy:

b> aT\/§ czylia < v/3b.
Wyznaczymy katy pomiedzy Scianami tego ostrostupa.
Przyktad 1

W ostrostupie prawidtowym trojkatnym o ditugosci krawedzi podstawy a oraz dltugosci
krawedzi bocznej b wyznaczymy kat pomiedzy $ciang boczng a ptaszczyzna podstawy.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia takie jak na rysunku.
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A u B

W celu wyznaczenia kata pomiedzy Sciang boczng a podstawa obieramy punkt E bedacy
srodkiem krawedzi BC. Zauwazmy, ze odcinki DE i AE sa wysokosciami tréojkatow
CBD i CBA, poniewaz pierwszy trojkat jest rownoramienny a drugi réwnoboczny wiec
spodki obu wysokos$ci dziela odcinek BC na p6t w punkcie E. Wysoko$ci te s
oczywiscie prostopadle do krawedzi BC.

Z trojkata prostokatnego BE D wyznaczamy dltugo$¢ wysokosci DE:
hy = /02 — (£)° = 1Va2 — a2,
Poniewaz a < v/3b, wiec 4b> — a® > 0.

Wysoko$¢ trojkata rownobocznego ABC ma dlugo$c hy = “T‘/g Ponadto
|EF| = $hy = <.

Z trojkata prostokatnego DF'E wyznaczamy:

av3
cosa=1E0 _ & _ _av3
IDE| V- 3VaP-d’

Znajac diugosci odcinkéw a i b mozemy wyznaczy¢ miare kata a.
Przyktad 2

W ostrostupie prawidtowym trojkatnym o dtugosci krawedzi podstawy a oraz dtugosci
krawedzi bocznej b wyznaczymy kat pomiedzy Scianami bocznymi tego ostrostupa.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia takie jak na rysunku.



Trojkaty ACD i BC'D sg przystajace, wiec wysoko$ci prowadzone z wierzchotkow A i B
przetng sie punkcie E lezacym na krawedzi CD. Z poprzedniego przyktadu wiemy, ze
wysoko$¢ $ciany bocznej opuszczona z punktu D ma dlugos¢ %\/ 4b% — a?. Zatem pole
Sciany bocznejwynosi P = %a\/m . Pole to jest rowniez rowne P = %bh, czyli

h = TaVv4b® — a2,

b — av 4b2—qa?
- 2b :

S

1
2

Korzystajac z twierdzenia cosinuséw dla trojkgta A BE otrzymujemy:
a’> = 2h®> — 2h% cos
a’ = 2h%*(1 — cos ),

2 a? (4b2 faz)

a® = ——57— (1 —cosa),
1 —cosa = %,
cosa=1— 413—11:2,

cosa = igz:‘;z .

Znajac dtugosci odcinkéw a i b mozemy wyznaczy¢ miare kata a.
Przyktad 3

Uzasadnimy, ze w ostrostupie prawidlowym trojkatnym kat pomiedzy $cianami bocznymi
jest wiekszy od 60°.



Rozwigzanie

Zauwazmy, ze z warunku 0 < a < +/3bwynika, ze 4b% > 4b? — a? > 4b% — 3b% = b2, wiec

1 _ 2p 20?

2 T 4 402 —a?

Stad cosinus kata pomiedzy $cianami bocznymi cosa = 1 — g2 <1 — 1 = 1 wiec
a>60°.

Przyktad 4

Dany jest czworoscian ABC D, ktorego podstawg jest trojkat rownoboczny ABC' o boku
dtugosci 4, a krawedz AD o dtugosci 3 jest prostopadta do ptaszczyzny podstawy.
Wyznaczymy kat pomiedzy Scianami ABD i BCD.

Rozwigzanie

Sporzadzamy rysunek pomocniczy:

D

Z trojkgtow prostokatnych ABD i ACD wyznaczamy |BD| = |CD| = v/32 + 42 = 5.
Zatem tréjkat BC'D jest trojkatem ostrokgtnym.

Wspolng krawedzia $cian ABD i BCD jest BD. Zaznaczamy wysoko$¢ §ciany BC D
opuszczona z wierzchotka C. Wysoko$¢ ta przecina krawedz BD w punkcie E.
Wyznaczamy odcinek E'F prostopadly do krawedzi BD. Punkt F'lezy na krawedzi AB
lub jej przediuzeniu. W celu wyznaczenia kata dwusciennego pomiedzy Scianami ABD i
BC'D nalezy wyznaczy¢ miare kata ptaskiego CEF'.

Rozwazmy $ciane BCD:



Z trojkata prostokatnego BGD obliczamy hy = v/52 — 22 22 \/ 1. Trojkat BEC jest
podobny do tréojkata BGD (cecha kat-kat-kat). Zatem T = 2, czylihy = 4‘/_

z _ 2 i — 8
Ponadto 7 = ¢, czyliz = ¢.

Rozwazmy $ciane ABD:

Trojkat BEF jest podobny do trojkata BAD (cecha kat-kat-kat). Stad ;—y = %, czyli
3 i 6

3 .
y = 2. Ponadto 5 = t,czyli 5 = ¢, wiecz = .

Rozwazmy trojkat BC'F:



C F

Z twierdzenia cosinuséw otrzymujemy |CF|* = 16 + 4 — 16 - + = 12, wiec |CF| = 2v/3
. Oznaczamy kat CEF przez . Woéwczas z twierdzenia cosinuséw dla tréjkgta CEF
otrzymujemy:

|CF|? = |CE|* + |EF|> —2- |CE| - |EF| cos~,

336 |, 36 4821
12 = 55 + 95 — =35 €087,

48+4/21 cosy = 72,

cosy = 23% = 34—*/22—1 ~ 0,3273.

Z tablicy warto$ci funkcji trygonometrycznych odczytujemy v ~ 71°.

Ciekawostka

W matematyce definiuje si¢ tez pojecie kata wieloSciennego. Jest to czeS¢ przestrzeni
domknieta skonczong liczbg katow ptaskich takich, ze wszystkie katy maja wspolny
wierzchotek i kazde dwa nastepne katy majg wspolne ramie.

Na przykiad wierzchotek F' wyznacza kat ograniczony przez katy ptaskie AF'B, BFC,
CFD, DFE oraz EF A. Mozemy tez powiedzie¢, ze ten kat jest wyznaczony przez pigc
ptaszczyzn przecinajacych sie¢ w punkcie F, ktore tworzg jego Sciany.



B C

Kazdy z czterech wierzchotkow czworo$cianu wyznacza kat trojscienny.

Stownik
kat dwuscienny

suma dwoch polptaszczyzn o wspolnejkrawedzi i jednego z dwoch obszarow, ktore te
pOlptaszczyzny wycinaja z przestrzeni.

kat liniowy kata dwisciennego

kat ptaski bedacy czescia wspolng kata dwusciennego oraz ptaszczyzny prostopadlejdo
jego krawedzi.

kat tréjscienny

czeSC przestrzeni ograniczona przez powierzchnie wyznaczong przez trzy potproste
o wspolnym poczatku nielezace w jednej ptaszczyznie; potproste te nazywamy
krawedziami kata tréjSciennego, a ich wspolny poczatek wierzchotkiem kata

trojsciennego
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Animacja 3D

Polecenie 1

Przeanalizuj doktadnie ponizsza animacje 3D. Zastanéw sie, dysponujac jakimi danymi mozna
wyznaczy¢ dtugosci odpowiednich odcinkdéw i ostatecznie miare kata dwusciennego pomiedzy
$cianami bocznymi w czworoscianie.

Film dostepny pod adresem https://zpe.gov.pl/a/DNsTppUeb

Film przedstawia procedure wyznaczania kgta dwusciennego miedzy dwoma Scianami
w czworoS$cianie.

Polecenie 2

Wyznacz miare kata dwusciennego pomiedzy dwiema scianami czworoscianu foremnego.

Polecenie 3

W czworoscianie ABC D katy ptaskie BAD, CAD i C AB maja miare «, gdzie
0° < a < 90°. Wykaz, ze cosinus kata dwusciennego pomiedzy sasiednimi $cianami wynosi
1 — 1

2 cos? % :



https://zpe.gov.pl/a/DNsTppUeb

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

Wskaz zdania prawdziwe.

0 Kat ptaski wyznaczony przez dwie krawedzie czworo$cianu o wspdlnym
wierzchotku nazwiemy katem dwusciennym.

W celu zaznaczenia kata pomiedzy Scianami znajdujemy najpierw wspdlng krawedz
tych dwoch $cian. Nastepnie do wybranego punktu na tej krawedzi prowadzimy

U dwa odcinki, jeden zawarty w pierwszej Scianie, drugi - w drugiej, tak aby byty one
prostopadte do tej krawedzi.

0 Istnieje ostrostup prawidtowy trojkatny, ktérego krawedz podstawy ma dtugosé \/g
a krawedz boczna ma dtugos¢ 1.

(] Wszystkie katy dwuscienne pomiedzy $cianami czworoscianu maja takie same miary.

Istnieje ostrostup trojkatny, ktérego krawedz podstawy ma dtugos$é 1 a krawedz
boczna ma dtugo$¢ v/3.

O

Cwiczenie 2 ®

Wopisz poprawng odpowiedz (liczbe catkowita).

Dany jest szeScian ABC DEFGH. Miara kata pomiedzy $cianami ACD i ACH

o

czworoscianu AC'DH wynosi okoto




Cwiczenie 3

Wysokoscig czworoscianu ABC D o podstawie trojkata rownobocznego ABC jest krawedz
AD. Niech o oznacza kat pomiedzy $ciang BC D a podstawa czworoscianu. Natomiast (3 kat
pomiedzy krawedziami AB i BD. Wéwczas:

O 2tga—+/3tgf=0
O V3tga—2tgB=0

O \/gtga+2tgﬂ:0

Cwiczenie 4

Dany jest ostrostup prawidtowy trojkatny o dtugosci krawedzi podstawy 6 i objetosci 3\/5.
Wyznacz miare kata pomiedzy $ciang boczng a ptaszczyzng podstawy.

Cwiczenie 5

Dany jest ostrostup prawidtowy tréjkatny o polu podstawy 363 i polu powierzchni bocznej
144. Wyznacz miare kata pomiedzy $cianami bocznymi tego ostrostupa.

Cwiczenie 6

Dany jest prostopadtoscian ABCDEFGH, gdzie ABCD jest kwadratem o przekatnej
dtugosci d. Kat nachylenia $ciany bocznej AC'H do podstawy AC'D czworo$cianu ACDH

wynosi a. Udowodnij, ze przekatna prostopadtoscianu ABCDEFG H ma dtugosé
dv3cos? a+l '

2cosa
Cwiczenie 7 @

Dany jest czworo$cian ABCD, w ktérym podstawa ABC jest trojkatem prostokatnym
o kacie prostym ACB. Wiedzac, ze |AC| = |BC| = 2i|AD| = |BD| = |CD| = /5 oblicz
miare kata dwusciennego pomiedzy $cianami ABC'i ABD oraz ABC'i ACD.



Cwiczenie 8 @

Dany jest czworos$cian ABC'D o podstawie tréjkata prostokatnego ABC, w ktorym kat
ABC jest katem prostym oraz | AB| = 2| BC)|. Sciana ABD jest tréjkatem réwnobocznym.
Natomiast sciana BC'D jest tréjkatem prostokatnym o kacie prostym BC' D. Oblicz miare kata
pomiedzy $cianami ABD i BCD.




Dla nauczyciela

Autor: Adrian Karpowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Katy pomiedzy Scianami w czworoScianie

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum lub technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

X. Stereometria.

Zakres podstawowy. Uczen:

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np. krawedziami,
krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy $cianami, oblicza miary tych katow.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

» kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;
» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;
» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:

Uczen:

 oblicza miary katow pomiedzy Scianami w czworoS$cianie,
 stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania miar katow dwusciennych.

Strategie nauczania:
konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

o dyskusja;
e burza mozgow;
e pokaz.

Formy pracy:



e pracaw parach;
e praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

o komputery z dostepem do Internetu;
» projektor multimedialny;
e e-podrecznik.

Przebieg lekcji
Przed lekcja:

» Przed lekcjg uczniowie zapoznajg si¢ z materiatem z sekcji ,,Przeczytaj”. Zapisujg swoje
uwagi do tekstu.

Faza wstepna:

1. Nauczyciel przedstawia temat i cele lekc;i.

2. Nauczyciel prowadzi rozmowe z uczniami na temat materiatu zamieszczonego w sekcji
~Przeczytaj’. Zostaja wyjasnione wszelkie watpliwosci, jakie pojawity sie podczas lektury
tego tekstu. Nauczyciel stara sie, aby sami uczniowie nawzajem wyjasniali swoje
watpliwosci.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel prezentuje animacje 3D, w ktorej przedstawione jest jak wyznaczyc¢ kat
dwuscienny w czworoS$cianie, ktory nie musi by¢ ostrostupem trojkgtnym
prawidtowym. Uczniowie zastanawiaja si¢ w parach nad rozwigzaniem Polecenia 2
i Polecenia 3. Wybrane osoby prezentujg rozwiazanie.

2. Cala klasa zastanawia si¢ nad rozwigzaniem zadania 7i 8. Pomysty prezentowane sg na
forum klasy. Przedstawione zostaja rozwigzania tych zadan.

Faza podsumowujaca:

Podsumowanie lekcji. Omoéwienie ewentualnych pytan dotyczgcych omawianego
materiatu.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczen interaktywnych 1 - 6.
Materialy pomocnicze:

CzworoScian

Wskazowki metodyczne:


file:///b/PxO8sFtCH

Animacja 3D moze zosta¢ wykorzystana na lekcji o odcinkach w czworoscianie.



