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Najwieksza/najmniejsza wartos¢ funkcji kwadratowe;j

T

Zrodto: Daniel Jerez, dostepny w internecie: https:/unsplash.com/.

Znalezienie najwiekszej (lub najmniejszej) wartosci funkcji kwadratowej to jedno

z najczesciej pojawiajacych sie zadan na lekcji, sprawdzianie czy maturze. W ogolnosci
funkcja kwadratowa to jedno z tych poje¢, ktore nieustannie jest wykorzystywane w szkole.
Zazwyczaj wiadomo jakie jest rownanie paraboli albo jaki jest jej wykres i wlasnosci. Ale czy
tak naprawde wiemy, jak wykorzysta¢ zdobytg do tej pory wiedze, aby wyznaczy¢
najwieksza/najmniejsza wartos$¢ funkcji kwadratowe;j?

W tym materiale wykorzystamy wlasnosci funkcji kwadratowej do wyznaczania jej
najwiekszej/najmniejszej wartosci.

Twoje cele

» Wyznaczysz najwiekszg/najmniejsza wartos¢ funkcji kwadratowe;j.

» Wyznaczysz najwiekszg/najmniejszg wartos¢ funkcji kwadratowejw przedziale
domknietym.

» Zastosujesz poznane wzory do rozwigzywania zadan.




Przeczytaj

Wzor funkcji kwadratowej f(x) = az? + bz + ¢, € R, gdzie a, b, c 53 liczbami
rzeczywistymi, przy czym a # 0, mozemy zapisa¢ w postaci kanonicznej:

z)=a(z — & 2 A, dziexw:—i,yw: — A g3 wspoOtrzednymi wierzchotka
2a 4a g 2a 4a q p ednym

paraboli bedgcejwykresem funkciji f.

Analizujac postac¢ kanoniczng funkcji kwadratowej otrzymujemy, ze

dl 0 t04¢ s b2.t.. Jedli 2 — bt t04¢

e dlaa > 0 warto$¢ wyrazenia a(m + %) jest nieujemna. Jesli z = — -, to wartosc¢
tego wyrazenia jest najmniejsza - rowna 0. Stad najmniejsza wartos¢ funkciji
kwadratowe]j Ymin = —%;

e dlaa < 0 wartoS¢ wyrazenia a(w + %) jest niedodatnia. Jesli z = —2—2, to wartos¢

tego wyrazenia jest najwieksza - rowna 0. Stad najwicksza wartos¢ funkcji kwadratowej

Ymax — — 4a *

Istnienie najmniejszej lub najwiekszej wartosci funkcji kwadratowej zalezy od
wspotczynnika a.

Jedli a > 0, to funkcja y = az® + bz + ¢ przyjmuje warto$¢ najmniejsza Ymin = —% dla
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Jedlia < 0, to funkcja y = az? + bz + ¢ przyjmuje warto$¢ najwiekszg Ymax = — - dla
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Przyktad 1

Wyznaczymy najmniejszg wartoé¢ funkcji kwadatowej f(z) = 2z% + 4z — 1, gdy z € R.
Rozwigzanie

a > 0, wiec funkcja f(x) przyjmuje warto$¢ najmniejsza Ymyin = —% dlaz, = —5-.
Sprowadzmy trojmian do postaci kanonicznej:

20 +4z —1=2(2"+22— 5) =22z +2-z2+1-1—3) =
—2((x?+2-2+1)—1- 1) :2((:13—0—1)2— %) —2(z+1)—3.
WykorzystaliSmy wzor skroconego mnozenia:

(a +b)* = a2 + 2ab + b?

f(z) =2(z+1)% -3,

wiec ,, = —11iYpmin = —3.

Odpowiedz

Funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejszg rowng (—3) dlaz = —1.
Przyktad 2

Wyznaczymy najwiekszg warto$¢ funkcji f(z) = —z? + z + 20.



Rozwigzanie

a < 0, wiec funkcja f(z) przyjmuje warto$¢ najwieksza Ymax = — 4 dla z,, = — .
Sprowadzmy tréjmian do postaci kanonicznej. Wykorzystamy wzory x,, = —Q—l; i

__ A
Y= "4

A= —dac=1>—4(-1)(20) = 1 + 80 = 81,0 Ymaz = — 45 = 709y = 1
Odpowiedz

Funkcja osigga warto$¢ najwieksza 3+ dla z = 3.

Przyktad 3

Wyznaczymy wspotczynniki a, b, c we wzorze funkcji kwadratowejy = az? + bz + c,
jesli wiadomo, ze dla x = 1 funkcja przyjmuje warto$¢ najwiekszg rowng 2, zas dla x = 2
przyjmuje wartosc 1.

Rozwigzanie

Funkcja przyjmuje warto$¢ najwiekszg rowng 2 dla argumentu rownego 1.
Wspoirzedne wierzchotka paraboli: ,, = 11 ypax = 2.

Mozemy zapisa¢ wzor funkcji w postaci kanonicznej:

f(z) =a(z—1)>+2,

poniewaz f(2) =1 —1=a(2-1)%*+2 - 1=a+2 — a=—1.

Wyznaczymy wspotczynniki b i ¢, zapisujac wzor funkcji w postaci og6lne;:
f(z) = az® + bz +c.

f@)=—(z—1)2+2=—(z2 -2z +1)+2=
= 2242 —14+2=—-22+2z+1

Poréwnujac zapisy f(z) = ax? + bx + coraz f(z) = —x? 4 2z + 1 widzimy, ze b = 21i
c=1.

Odpowiedz

a=-1,b=2,c=1.



Gdy ograniczamy si¢ do rozpatrywania wartosci funkcji kwadratowejw danym przedziale
(x1,x9), to poszukujemy warto$ci najmniejszej i najwiekszej posrod liczb: f(z,,), f(x1),
f(z9), gdy z,, € (x1, zs), a gdy x,, nie nalezy do tego przedziatu funkcja przyjmuje wartos¢
najwieksza/najmniejsza na krancach tego przedziatu.

Przyktad 4

Wyznaczymy najmniejszg oraz najwieksza warto$¢ funkcji f(z) = 2z% + 16z + 29
w przedziale (—3, 1).

Rozwigzanie

Zapisujemy wzor funkciji f(z) = 2z% + 16z + 29 w postaci kanonicznej;
f(z) = 222 + 16z + 29 = 2(2? + 8z + 16) — 3 = 2(z +4)° - 3,

stad z,, = —4iy, = —3.

Funkcja w zbiorze liczb rzeczywistych przyjmuje warto$¢ najmniejsza rowna (—3) dla
x = —4,bo a > 0. Nie jest to najmniejsza wartos$¢ funkcji w podanym przedziale, bo
x = —4 nie nalezy do przedzialu (-3, 1).

Warto$ci najwiekszej lub najmniejszej poszukujemy wérod liczb f(—3) i f(1).
f(-3)=2(-3+4)*-3=2-12-3=2-3=-1
f1)=2(1+4)°-3=2-52-3=2.25-3=50—3 =47

Odpowiedz

W przedziale (—3, 1) funkcja przyjmuje warto$¢ najmniejszg (—1) dla z = —3, a warto$¢
najwieksza 47 dlaz = 1.

Przyktad 5

Sprawdzimy, dla jakich wartosci zmiennejz € (0, 2) funkcja f(x) = xle — przyjmuje
warto$¢ najwigkszg, a dla jakiej najmniejsza.

Rozwigzanie

Poniewaz A = b? — 4ac = 12 — 4 = —3 < 0, to wyrazenie w mianowniku nie przyjmuje

warto$ci rownej zero, czyli dlakazdegozr € R: 2> —z + 1 # 0.

2

Oznaczamy wyrazenie w mianowniku jako g(z) = x* — 4+ 1i zapiszmy w postaci

kanoniczne;j:

go)=a*—etl=a’—z+i-f+1=(c-3) '+




Ty = 5 iy, = 5+, wiec dlaz = + funkcja g(x) przyjmuje warto$¢ najmniejsza
(@ =1>0)rowna %, wiec iloraz ﬁ jest najwiekszy rowny %.

Poszukajmy teraz warto$ci najmniejszej na krancach przedziatu (0, 2):
f0)=gog =11 /2 = 557 = 3.

Odpowiedz

Funkcja przyjmuje warto$¢ najwiekszg % dlaz = %, a najmniejszq % dlaz = 2.
Przyktad 6

Funkcja kwadratowa f przyjmuje w przedziale (0, 3) najwiekszg warto$¢ dla argumentow
0i 3. Parabola, bedgca wykresem tej funkcji ma ramiona skierowane ku gorze.
Uzasadnimy, ze w przedziale (—2,5) funkcja f przyjmuje najwieksza warto$¢ dla
argumentow —2 i 5.

Rozwigzanie

Funkcja kwadratowa f przyjmuje w przedziale (0, 3) najwiekszg warto$¢ dla argumentow
0i 3. Oznacza to, ze f(0) = f(3).

Ponadto otrzymujemy, ze ramiona paraboli bedgcej wykresem funkciji f sa skierowane do

gory oraz z,, = 3 =1, 5.

Osia symetrii wykresu funkciji f jest prosta opisana wzorem x = 1, 5 oraz odlegtos¢
argumentu z = —2 od osi symetrii jest taka sama jak odleglo$¢ argumentu z = 5:

‘175 - (_2)| = ‘5 - 175‘
‘3’5‘ = ’375’
3,5=3,5.

Stad otrzymujemy, ze

Poniewaz ramiona paraboli sa skierowane do gory, to w przedziale (—2,5) funkcja f
przyjmuje najwiekszg wartos¢ dla argumentow —2 i 5.

Przyktad 7

Fynkcja f danawzorem f(z) = az® + bz + c okreélona w przedziale (0,4), przyjmuje
warto$¢ najmniejszg dla z = 2. Uzasadnimy, ze a > 0ib < 0.

Rozwigzanie



Z tresci zadania wiemy, ze w przedziale (0, 4) funkcja f osigga najmniejszg warto$¢ dla
argumentu z = 2. Oznacza to, ze ramiona paraboli, na ktérejlezy wykres funkciji f sa
skierowane do gory (a > 0) oraz jej wierzchotek lezy na prostejx = 2.

Zauwazmy, ze wzOr na pierwsza wspolrzedng wierzchotka paraboli, to

=b
2a *

Ty =
Korzystajgc z faktu, ze wierzchotek znajduje si¢ na prostej x = 2 dostajemy, ze
2 =52,

Z powyzszej rownosci wyznaczymy wspotczynnik b.

2= 32/ 2a

4a = —b

Z wczesniejszych rozwazan wiemy, ze a > 0. Stad otrzymujemy, ze

-b>0<b<0.

Stownik
funkcja kwadratowa

funkcja okre$lona wzorem f(z) = az® + bz + c dla wszystkich liczb rzeczywistych,
gdzie a, b, ¢ sg liczbami rzeczywistymi, przy czym a # 0

posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowe;j

f(m):a(fl?—if—%,gdziexw:—%,yw:_%ié\:bz_élac



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja prezentujaca rozwigzania zadan, w ktérych oblicza sie
najwieksza/najmniejsza wartos$¢ funkcji, a nastepnie rozwiaz polecenia i poréwnaj

z odpowiedziami.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl /a/DDfDyDd44

Film pokazuje metody wyznaczania najwiekszeji najmniejszej wartosci funkcji kwadratowe;.

Polecenie 2

Funkcja f jest funkcja kwadratowa. Liczby 3 i (—1) sa jej miejscami zerowymi oraz f(0) = —3

. Wyznacz wartos$¢ najmniejszg tej funkcji.
Polecenie 3

Wyznacz najmniejsza i najwieksza wartosc¢ funkeji f(z) = —z2 —3z+ 10w przedziale
(—2,2).



https://zpe.gov.pl/a/DDfDyDd44

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)
Dana jest funkcja kwadratowa f(z) = —2(x + 3)2 + 5. Najwieksza wartosc¢ tej funkcji:
wynosi (—67).

nie istnieje.

o O O

wynosi 3.

() wynosi 5.

Cwiczenie 2 @)

Dobierz wzér funkcji kwadratowej do odpowiadajacej mu wartosci najwiekszej (ymax) lUb
najmniejszej (Yumin)-

k(z) = —5(z — 2)(z — 6) Ymax = 8
f(m): %(m+2)(m—6) Ymin = —2
h(z) = 3 (z +2)(z + 6) Yunin = —8

g(m):—%(m—2)(x—|—6) Ymax = 2



Cwiczenie 3 @

Dana jest funkcja f(z) = —5 2% — 4z + 9. Wybierz zdania prawdziwe.

[ ] Najwieksza wartos¢ tej funkcji wynosi 21.
[ ] Najmniejsza wartos¢ tej funkcji wynosi (—6).
[ ] Funkcja f(x) nie osiaga wartosci najwiekszej.

[ ] Funkcja f(x) nie osiaga wartosci najmniejszej.

Cwiczenie 4

Dana jest funkcja kwadratowa y = 3(z — 1)(x + 7). W puste miejsca wpisz odpowiednie
liczby catkowite.

1. Wspétczynnik p = ‘ ’

2. Wspotczynnik g = ‘ ’

3. Najwieksza wartos¢ tej funkcji w przedziale (—4, 1) wynosi ‘ ’

4. Najmniejsza warto$¢ tej funkcji w przedziale (—7, —4) Wynosi‘ ’

Cwiczenie 5

Najwieksza wartos¢ funkcji f(x) = —%x2 — 4z + k w przedziale (—12, 0) wynosi 3.

Najmniejsza wartosc tej funkcji w podanym przedziale to:



Cwiczenie 6

Dana jest funkcja kwadratowa f(x), ktorej miejscami zerowymi sg liczby (—5) i 3. Wiadomo,
ze f(0) = 30. Ocen prawdziwos$¢ ponizszych zdan.

Zdanie Prawda Fatsz
Najwieksza warto$¢ tej funkcji wynosi 36. O O
Najwieksza wartos¢ tej funkcji w przedziale (—2, 1) O O
wynosi 32.
Najmniejsza wartos¢ tej funkcji w przedziale (—2, 1) O O
wynosi 24.
Cwiczenie 7 @
O funkcji kwadratowej f(z) = az? + bz + c wiadomo, ze dla z = —3 przyjmuje warto$¢

najmniejsza réwna b, zas dla x = 1 przyjmuje wartos¢ 9. Wybierz zdania prawdziwe.

Najmniejsza warto$¢ tej funkcji w przedziale (0, 3) wnosi 7, 25.

Wspoétczynnik ¢ = 2, 25.

Wspoétczynnik a = —0, 25.

O o O O

Wspoétczynnik b = 1, 5.



Cwiczenie 8 @

Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej sg liczby (—4) i 2. Wiadomo réwniez, ze funkcja ta
przyjmuje wartos¢ najwieksza rowna 3. Prawda jest, ze:

(O najmniejsza warto$c tej funkcji w przedziale (—7, 3) wynosi (—27).
(O najmniejsza warto$c¢ tej funkcji w przedziale (—7, 3) wynosi (—9).
() najmniejsza wartos¢ tej funkcji w przedziale (—17,3) wynosi (—2%).

() najmniejsza wartos¢ tej funkcji w przedziale (—7, 3) wynosi 0.



Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Najwieksza/najmniejsza warto$¢ funkcji kwadratowej

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

V. Funkcje

Zakres podstawowy. Uczen:

2) oblicza warto$¢ funkcji zadanej wzorem algebraicznym;

3) odczytuje i interpretuje wartosci funkcji okreslonych za pomocg tabel, wykresow,
wzordw itp., rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego samego Zrodta informaciji lub
kilku zrodet jednoczesnie;

4) odczytuje z wykresu funkciji: dziedzine, zbior wartosci, miejsca zerowe, przedziaty
monotonicznosci, przedzialy, w ktorych funkcja przyjmuje wigksze (nie mniejsze) lub
mniejsze (nie wieksze) od danejliczby, najmniejsze i najwi¢ksze wartosci funkciji (o ile
istniejg) w danym przedziale domknietym oraz argumenty, dla ktorych wartoSci najwieksze
i najmniejsze sg przez funkcje przyjmowane;

8) interpretuje wspotczynniki wystepujace we wzorze funkcji kwadratowejw postaci
ogolnej, kanoniczneji iloczynowej (jesli istnieje);

9) wyznacza wzor funkcji kwadratowejna podstawie informaciji o tej funkciji lub o jej
wykresie.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii;

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii;

» kompetencje cyfrowe;

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sieg.

Cele operacyjne:



Uczen:

e wyznacza najmniejsze/ najwigksze wartosci funkcji kwadratowe;j;

e wyznacza najmniejsze i najwieksze wartosci funkcji kwadratowej, w danym przedziale
domknietym;

» wyznacza argumenty, dla ktorych wartosci najwieksze i najmniejsze sg przez funkcije
przyjmowane;

e wyznacza argument dla danejwarto$ci funkcji i odwrotnie;

e rozwiazuje zadania, wykorzystujac wlasnosci funkcji kwadratowe;j;

 analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzgcejdo ich
rozwigzania.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm;
» konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow;
o dyskusja.

Formy pracy:

e pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
e praca calego zespotu.

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu;
» projektor multimedialny;
o arkusze papieru, pisaki.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie przypominajg definicje funkcji kwadratowe;.

2. Uczniowie przypominajg wtasnosci funkcji kwadratowe;.

3. Uczniowie na tablicy rysuja przyktadowe wykresy funkcji kwadratowejdlaa > 01
a<0.

4. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:



1. Uczniowie, w drodze dyskusji okreslajg, kiedy funkcja kwadratowa przyjmuje wartos¢
najmniejsza/najwieksza, podaja wzory okreslajace tg wartosc.

2. Wnioski zapisujg na tablicy.

3. Uczniowie, w parach, analizuja przyklady zawarte w sekcji Przeczytaj oraz zapoznaj si¢
z animacja, nastepnie okreslaja sposdb wyznaczenia warto$ci najwiekszeji wartosci
najmniejszej funkcji kwadratowejw przedziale domknietym.

4. Uczniowie indywidualnie rozwiazuja ¢wiczenia interaktywne wskazane przez
nauczyciela.

5. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajac im wskazoéwek i wyjasniajac
watpliwosci.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych wskazanych
przez nauczyciela.

2. Uczniowie formutujg wnioski do zapamietania.

3. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywno$¢ uczniow.

Praca domowa:

Zadaniem uczniow jest rozwigzanie zadan pod animacja oraz ¢wiczen interaktywnych,
ktore nie zostaty rozwigzane na lekciji.

Materialy pomocnicze:

» Warto$¢ najmniejsza oraz wartoS¢ najwiecksza funkcji kwadratowejw przedziale
domknig¢tym

» ZaleznoSci miedzy wartoSciami wspotczynnikow wystepujacych we wzorach funkcji
kwadratowej zapisanej w postaci ogolneji w postaci kanonicznej

o Wykres funkcji kwadratowej zapisanej wzorem w postaci kanonicznej. Wykres funkciji
kwadratowej zapisanej wzorem w postaci ogolnej

o Wspdlrzedne wierzchotka paraboli

Wskazowki metodyczne:

»~Animacje” mozna rowniez wykorzysta¢ w realizacji lekcji ,Najmniejsza/najwigksza wartos¢
funkcji kwadratowejw przedziale domknietym”.
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