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Zrédto: dostepny w internecie: pixabay.com, domena publiczna.

Stosunkow diugosci bokow w trojkacie prostokgtnym uzywano juz w starozytnej Grecii,
w dzietach Euklidesa i Archimedesa. Do rozwoju trygonometrii w matematyce przyczynity
sie takie osoby jak Mikotaj Kopernik, czy Isaac Newton.

Funkcja cosinus jest okreslona w trojkacie prostokatnym jako stosunek przyprostokgtne;j
przyleglej do kata oraz przeciwprostokatnej. W materiale wprowadzimy wiedze
teoretyczng, rozwigzemy przyktady a nastepnie ¢wiczenia interaktywne.

Twoje cele

» Zdefiniujesz funkcje cosinus w trojkacie prostokgtnym.
» Obliczysz warto$ci funkcji cosinus katow ostrych w trojkacie prostokatnym.
» Zastosujesz definicje funkcji cosinus do rozwigzywania problemow matematycznych.




Przeczytaj

Wprowadzmy definicje funkcji cosinus kata ostrego w trojkacie prostokgtnym.
Definicja: cosinus kata ostrego w tréjkacie prostokatnym

Cosinusem kata ostrego w trojkacie prostokatnym nazywamy iloraz dtugosci
przyprostokatnejlezacej przy tym kacie do dtugosci przeciwprostokatne;j.

A

Do oznaczenia funkcji cosinus uzywa sie skrotu cos.

Wzor funkciji cosinus zapisujemy stownie:

dtugosc¢ przyprostokatnej lezacej przy kacie
dtugosc¢ przeciwprostokatnej

cosinus kata ostrego =
Zapisujac za pomocg symboli matematycznych, mamy, ze:

CoOS @ —
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cos B = .

Powyzsza definicje zastosujemy do wyznaczania warto$ci cosinusow katow ostrych
w trojkatach prostokatnych.

Przyktad 1

Wyznaczymy warto$ci cosinusow katow ostrych w tréjkacie prostokatnym z rysunku.
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Rozwigzanie:

Oznaczmy dtugos¢ przeciwprostokatnejjako x.
Z twierdzenia Pitagorasa mamy, ze 32 + 62 = x2.

Z rownania wynika, ze z? = 45, zatem x = V45 = 3v/5lubz = —/45 = —34/5.
Poniewaz z > 0, wiec z = V45 = 3+/5.

Z definicji funkcji cosinus otrzymujemy, ze:

3 V5
COSOt = ——= = —/—
3v5 57
6 25
COS = — = .
p 35 5

Zauwazmy, ze warto$¢ funkcji cosinus dowolnego kata ostrego jest zawsze dodatnia
i mniejsza od 1.

Przyktad 2

Wyznaczymy warto$¢ cosinusa mniejszego kata ostrego w trojkacie prostokatnym, jezeli
jedna przyprostokatna tréojkgta ma dlugosc 5, a przeciwprostokatna dtugos¢ 10.

Rozwigzanie:

Narysujmy tréjkat prostokatny i wprowadzmy oznaczenia, jak na rysunku:




N

Rozwigzanie:

Niech z oznacza dlugo$c¢ drugiej przyprostokatnej. Wtedy, korzystajac z twierdzenia
Pitagorasa, rozwigzujemy rownanie:

z® + 5% = 10%.

Zatem x> = 75, wobec tego

z =5V3lubz = —5v/3.

Poniewaz z jest dlugoscig boku, zatem z = 54/3.

W dowolnym trojkgcie kat o najmniejszej mierze lezy naprzeciwko najkrotszego boku,
zatem mniejszym katem ostrym jest kat o mierze o.

Wobec tego
5v3 _ 43
10 —

cosa = 5.
Przyktad 3

Obliczymy warto$¢ wyrazenia v'3 — 2 cos? a, jezeli a jest katem ostrym w trojkacie
prostokatnym, lezacym przy dtuzszej przyprostokatnej, wiedzgc ze krotsza
przyprostokatna trojkgta ma dugoé¢ 3+/3, a przeciwprostokgtna ma dtugosé 2v/15.

Rozwigzanie:

Narysujmy trojkat prostokatny i wprowadzmy oznaczenia, jak na rysunku:



Rozwigzanie:
Niech x oznacza dlugos¢ dtuzszej przyprostokatne;.

Wowczas, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, zapisujemy i rozwigzujemy rownanie:
\ 2 —\2

22+ (3v3) = (2v15) .

Zatem 2% = 33, czyli z = v/33.

Dtuzsza przyprostokatna ma dtugosc v 33, zatem kat ostry lezacy przy tym boku ma

miare o.
Wobec tego:
V33 495
cosa = = = =2,
2V/15 30

Warto$¢ wyrazenia v'3 — 2 cos? a wynosi

495 __ 171_ 190
¢3_2( ) =iz = - Y.

Przyktad 4

Wyznaczymy dlugosci przyprostokatnych w trojkacie prostokgtnym
o przeciwprostokatnej dtugosci 12, jezeli wiadomo, ze cosinus jednego kata ostrego jest
trzy razy wiekszy od cosinusa drugiego kata ostrego.



Z warunkow zadania wynika, ze cos o = 3 cos S oraz ¢ = 12.

b

Z trojkgta prostokgtnego z rysunku mamy, ze cosa = > oraz cos 8 = .

Po podstawieniu do zaleznosci cos o = 3 cos 8 mamy, ze:

b

C

3. <, czylib = 3a.
7 twierdzenia Pitagorasa mamy, ze ¢ = a2 + (3a)*, wiec ¢ = v/10a.
Otrzymujemy rownanie 12 = 1/10aq, zatem a = @.

Zatem przyprostokatne maja dtugosci:

_ 610

= 2=,

. 6v/10 __ 18y/10
b=3- — = —f -
Przyktad 5

W tréjkacie rownoramiennym podstawa ma dtugosé 4v/2, a wysokoéé opuszczona na te
podstawe ma dlugos¢ 4. Obliczymy cosinus kata pomiedzy wysokoscig tego tréjkata
aramieniem.

Rozwigzanie:

Narysujmy tréjkat rownoramienny i wprowadzmy oznaczenia, jak na rysunku:



Do wyznaczenia wartosci cos a rozpatrujemy trojkgt prostokatny:

Jezeli przez x oznaczymy dtugos¢ przeciwprostokatnej tego trojkata, to korzystajac
z twierdzenia Pitagorasa rozwigzujemy rownanie:

(2\/5)2 42— g2

Zatem z? = 24, czyli z = 2v/6.

Wobec tego
_ 4 _ 2 _ N6
cosa= 5 =5 = 3.



Przyktad 6

Dany jest prostokat o bokach dtugosci 4 i 8. Wyznaczymy cosinusy katow, jakie tworzy
przekatna tego prostokata z jego bokami.

Rozwigzanie:

Narysujmy prostokat i wprowadzmy oznaczenia, jak na rysunku:

Zauwazmy, ze przekatna prostokata dzieli go na dwa przystajace trojkaty prostokatne.

Jezeli dtugo$c¢ przekatnej prostokata oznaczymy jako z, to korzystajac z twierdzenia
Pitagora rozwigzujemy rownanie:

42 4 82 = 22,
zatem

z? = 80

z = 4/5.
Wobec tego:

2v5
5

b

8
COSOY —= ——= —
45

cos B =

_ 5
— v

4
4v/5

Stownik
cosinus kata ostrego w trojkacie prostokatnym

iloraz dlugosci przyprostokatnejlezacej przy kacie do dtugosci przeciwprostokatnej






Prezentacja multimedialna

Polecenie 1

Zapoznaj sie z prezentacjg multimedialng, a nastepnie wykonaj ponizsze polecenie.

Polecenie 2

W tréjkacie prostokatnym jedna przyprostokatna ma dtugosc 5, a druga jest o 1 krétsza od
przeciwprostokatnej. Wyznacz cosinusy katéw ostrych w tym troéjkacie.



Sprawdz sie

Pokaz ¢wiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dany jest trojkat prostokatny jak na rysunku ponizej.

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Suma cosinuséw katow ostrych w tréjkacie z rysunku
WYNosi:

O 25,




Cwiczenie 2 @)
Potacz w pary dtugosci przyprostokatnych a i b trojkata prostokatnego z wartosciami
cosinuséw katow ostrych i 8w tym trojkacie.

_ _ _ 2/13 _ 3V13
a=1b=2 cosa = 3=, c08 8 = 3=
_ _ _ V10 _ 3V10
a=3b=5 cosa = 5, cos B = 5=
V5 2v/5

cosa = ==, cosff = ==

a=2b=3 5 b 5
_ _ _ 3V34 _ 534
a=2b=6 cosa = 51—, cosf§ = 3~

Cwiczenie 3

Pogrupuj elementy, zgodnie z podanym opisem.

Dla tréjkata prostokatnego o przyprostokatnej

dtugosci 4 i przeciwprostokatnej dtugosci 10: ) .
cosinus mniejszego kata ostrego

wynosi %

druga przyprostokatna ma
dtugosé 2v/ 21

Dla tréjkata prostokatnego o przyprostokatnej

dtugosci 3 i przeciwprostokatnej dtugosci 9: druga przyprostokatna ma

dtugosc 62

cosinus wiekszego kata ostrego

wynosi 23&

cosinus wiekszego kata ostrego
WYnosi %

cosinus mniejszego kata ostrego
WYnosi %




Cwiczenie 4
Wstaw w tekst odpowiednie liczby.

Jezeli przyprostokatne tréjkata prostokatnego majg dtugosci 2 i 5, to iloczyn cosinuséw katow

10129 15 || 10
29 34 29

10+/29 3v/34
29 34

517
17




Cwiczenie 5

Na rysunku przedstawiono trojkat prostokatny o katach ostrych aci 3.

Uporzadkuj podane wielkosci w kolejnosci rosnacej.

cos 3

COsS &

cos a + cos B

cosa - cos 3

214

114

114

114



Cwiczenie 6

Na rysunku przedstawiono tréjkat prostokatny o katach ostrych a i 8. Wskaz wszystkie zdania
prawdziwe.

Wartosc cos 3 wynosi %

212

lloczyn cosinusow katéw ostrych w tym trojkacie wynosi =5=.

O o O

Dtuzsza przyprostokatna ma dtugosc 10V/2.

(] Dtuzsza przyprostokatna ma dtugosé¢ 5+/10.

Cwiczenie 7 @

W trojkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych jest o 3 dtuzsza od drugiej, a stosunek
ich dtugosci wynosi %. Wyznacz cosinusy katow ostrych w tym tréjkacie.

Cwiczenie 8 @

Wykaz, ze suma cosinusow katéw ostrych w tréjkacie prostokatnym jest zawsze wieksza od 1.



Dla nauczyciela

Autor: Tomasz Wojtowicz

Przedmiot: Matematyka

Temat: Cosinus kata ostrego w trdjkacie prostokatnym

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Trygonometria

Zakres podstawowy. Uczen:

1) wykorzystuje definicje funkciji: sinus, cosinus i tangens dla katéw od 0° do 180° ,
w szczegolnosci wyznacza wartosci funkcji trygonometrycznych dla katow 30°,45°,60°;

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

» podaje definicje funkcji cosinus w tréjkgcie prostokatnym;
 oblicza wartosci funkcji cosinus kgtow ostrych w trojkacie prostokgtnym;
« stosuje definicje funkcji cosinus do rozwigzywania probleméw matematycznych.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
e konektywizm.

Metody i techniki nauczania:

 dyskusja;
» metoda kota i myszy;



 pracaz ekspertem;
o liga zadaniowa.

Formy pracy:

o pracaindywidualna;
e pracaw grupach;
» praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

e komputery z glosnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Przedstawienie uczniom tematu: ,,Cosinus kata ostrego w trojkacie prostokgtnym” oraz
celow lekcji, a nastepnie okreslenie kryteriow sukcesu.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu zaje¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekcij.

Faza realizacyjna:

1. Przed lekcja nauczyciel wytania wsrod uczniow ekspertow, ktorzy zapoznaja si¢
z materialem zawartym w sekcji ,,Przeczytaj”. Na lekcji uczniowie pracuja w grupach
pod kierunkiem ekspertow. Eksperci proponujg grupom rozwigzywanie zadan, ktore
przygotowali w domu (zadania oparte na przyktadach z sekcji ,,Przeczytaj’). W razie
problemow - stuza pomocy, wyjasniaja niezrozumiate elementy.

2. Uczniowie zapoznaja si¢ indywidualnie z trescia sekcji ,Prezentacja multimedialna”.
Zapisuja ewentualne pytania dotyczace napotkanych trudnosci, po czym nastepuje
dyskusja, w trakcie ktorej nauczyciel wyjasnia niezrozumiate elementy z materiatu.

3. Uczniowie wykonujg wspolnie ¢wiczenia nr 1-2 z sekcji ,Sprawdz si¢”. Nauczyciel
sprawdza poprawno$¢ wykonanych zadan, omawiajgc je wraz z uczniami.

4. Kolejny etap to liga zadaniowa - uczniowie wykonuja w grupach na czas ¢wiczenia 3-5
z sekcji ,Sprawdz si¢”, a nastepnie omawiaja zadania na forum.

5. Uczniowie rozwiazujg zadania indywidualnie wykonujac ¢wiczenia nr 6, 7i 8 w sekcji
»Sprawdz sie” metodg kot i mysz. Mysz stara si¢ jak najlepiej rozwiaza¢ zadania, a kot
sprawdza ich poprawnosc¢. Po 2 nieudanych probach kot ,lapie mysz”, ktora odpada
z gry. Aby gra toczyta si¢ dalej - role uczniow odwracaja si¢ i mysz staje si¢ kotem -
procedura sie powtarza.

Faza podsumowujaca:



1. Omowienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.
2. Na koniec zaje¢ nauczyciel prosi uczniéw o rozwiniecie zdania: Na dzisiejszych
zajeciach nauczytem sie...

Praca domowa:

1. Uczniowie opracowuja FAQ (minimum 3 pytania i odpowiedzi prezentujace przyktad
i rozwigzanie) do tematu lekcji (,Cosinus kata ostrego w trojkacie prostokatnym”).

Materialy pomocnicze:
» Sinus, cosinus i tangens kata ostrego.
Wskazowki metodyczne:

o Nauczyciel moze wykorzysta¢ materiat w sekcji ,,Prezentacja multimedialna” do pracy
przed lekcja. Uczniowie zapoznajg si¢ z jego trescig i przygotowuja do pracy na
zajeciach tak, aby samodzielnie rozwigzywac¢ zadania dotyczgce wyznaczania wartosci
cosinusow katow ostrych w trojkacie prostokatnym.
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