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Zastosowanie wzoru na funkcje trygonometryczne

sumy i roznicy katow do rozwigzywania rownan

Zrédto: Kelly Lacy, dostepny w internecie: www.pexels.com.

Na poprzednich lekcjach zapoznates si¢ z szeScioma wzorami pozwalajgcymi obliczac¢ sinus,
cosinus i tangens sumy oraz roznicy argumentow. Wzory te s3 podstawg do wyznaczania
bardzo wielu kolejnych wzoréw waznych w trygonometrii. Na tej lekcji pokazemy, jak
poznane wzory stosowac¢ do rozwigzywania rownan trygonometrycznych. Bedziemy sie
opierac takze na twierdzeniach opisujacych rozwigzywanie rownan postaci:

sinx =a, cost =a, tgx = a.

Twoje cele

» Nauczysz si¢ stosowac wzory na sinus, cosinus i tangens sumy oraz roznicy
argumentow do rozwigzywania rownan trygonometrycznych.

e Przypomnisz sobie, jak rozwiazujemy réwnania typu: sinz = a, cosz =a, tgz = a.



Przeczytaj

Kazde réwnanie trygonometryczne staramy sie sprowadzi¢ do rownania postaci:
sinz = a, cosz = a, tgz = a.Zatem przypomnimy podstawowe twierdzenie
0 rozwigzywaniu rownan trygonometrycznych.

Twierdzenie: o rozwigzywaniu réwnan trygonometrycznych

l.Jezelia € (—1,1)1 xg jest jednym z rozwigzan roéwnania sin = a, to kazde
rozwigzanie tego rownania ma posta¢: x = xg + 2km lub x = ™ — x¢ + 2km, gdzie
ke Z.

2.Jezelia € (—1,1) i g jest jednym z rozwigzan rownania cos ¢ = a, to kazde
rozwigzanie tego rownania ma posta¢: x = xg + 2kw lub x = —x( + 2k, gdzie
ke Z.

3.Jezelia € Ri zg jest jednym z rozwigzan rownania tg z = a, to kazde rozwigzanie
ma postac: x = xg + 2km, gdzie k € Z.

Zaprezentujemy teraz przyklady, pokazujace jak za pomoca wzoréw na funkcje
trygonometryczne sumy lub roznicy argumentow sprowadzi¢ rownanie do postaci:
sinz = alubcosz = alubtgx = a, a nastgpnie w tej postaci je rozwigzac.

Przyktad 1

Rozwigzemy rownanie w zbiorze liczb rzeczywistych:

tg(z+5)+tg s _ \/5

1—tg(z+Z)-tg2

Rozwigzanie:

Zapiszmy na poczatek zatozenia:
1-tg (z+ §)-tg £ #0,
cos(z + §) #0,

cos 5 # 0.

Zatozen nie bedziemy teraz rozwigzywac. Gdy otrzymamy rozwigzanie wyjsciowego
rownania sprawdzimy, czy spetniaja wszystkie zalozenia.

Skorzystamy ze wzoru na tangens sumy argumentow:

tg (z+ T+ 2)=+3




Zauwazamy, ze tg ¢ = V/3, zatem korzystajgc z twierdzenia o rozwigzywaniu rownan
trygonometrycznych otrzymujemy:

3 T __ T
7.’,6 + 4 = 3 + 7Tk.
Sprawdzamy zalozeniai podajemy rozwiazanie:
- T 4 2 i
T = g + 5k, gdzie k € Z.
Przyktad 2
Rozwigzemy rownanie sin 2z - cos * + cos 2z - sinz = —%.
Rozwigzanie:
Skorzystajmy ze wzoru na sinus sumy argumentow i 2z i zapiszmy roOwnanie w postaci:
: _ 1
sin(2z 4+ z) = —5
sin 3z = —%

Podstawmy y = 3z. Otrzymujemy wowczas rownanie:

po| =

siny = —
Znajdujemy jedno rozwigzanie tego rownania: yo = —¢.

Korzystajgc z twierdzenia o rozwigzywaniu rownan trygonometrycznych otrzymujemy

rozwigzania rbwnania siny = — %:

y=—¢ t2krluby =7+ & + 2km, gdzie k € Z.
Powracamy do zmiennej z i otrzymujemy:

3z = — % + 2krlub 3z = T 4 2kn, gdzie k € Z.

A zatem rozwigzaniami rownania sin 2z - cos ¢ + cos 2z - sinx = —% sa:
_ _m 2k _ Ir 2k :

T = —+g + 3 lubx = 45 + 5+, gdzie k € Z.

Przyktad 3

.. , . cos(+—x)—2sin +-sinx
ROZWIE}ZGII[Y rownanie. — (; ) 77r ; = \/g
sm(7 fm) +2cos =-sinx

Zaczniemy od zapisu dziedziny:

sin(% — a:) +2cos &+ -sinz # 0.
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Rozpiszemy rownanie wykorzystujgc wzory na cosinus i sinus roznicy argumentow:

cos % -cos x+sin % -sin z—2 sin ?sin T \/—

T T E —
sin 7'COS T —COos 7'511’1 z+2 cos 7 S x

Po wykonaniu dziatan otrzymujemy:

Ccos % COS T— sm -sin x \/_

sin % Ccos .’II-‘rSlIl:IZ cos T

Teraz wykorzystamy wzory na cosinus i sinus sumy argumentow, aby zwina¢ wyrazenia
w liczniku i mianowniku do nowej postaci:

Zauwazmy, ze roOwnanie mozemy zapisac jako:

g(T—\/_(:zylltg (:r:—|— ) @

Zatem rozwigzaniami sg:

T+ < = ¢ + 7k, gdzie k € Z.

Po sprawdzeniu warunku z dziedziny otrzymujemy ostatecznie:
T = 45 + 7k, gdzie k € Z.

Przyktad 4

Rozwigzemy rownanie: sin(§ — z) + cos(§ + z) = 1.
Rozwigzanie:

Korzystajgc ze wzoru na sinus roznicy argumentow oraz cosinus sumy argumentow
rozpiszmy lewg strone réwnania:

sin% -cosx—cos% -sin:c—|—cos% -cosa:—sin% -sinz = 1.

Wyznaczajac wartosci funkcji trygonometrycznych dla znanych argumentéw dostajemy

rownanie;:
2 2 2 2 .
\é COS T — \é—smer V2 >=cosT — \g—smx:l

V2(cosz —sinz) =1

V2 _ V2

e L
D) COS T 5 SiInxr — 5 -

V2

Liczby 5= zapisujemy za pomocg funkcji trygonometrycznych:



s _ cin Tqj -1
Cos 7cosT — sin ysinz = 5.

Teraz mozemy wykorzysta¢ wzor na cosinus sumy argumentow, aby lewa stron¢ zwing¢
do postaci:

cos(z + §) = >
Rozwigzaniami rownania sa:

T+ 5 =75 +2nklubzr+ § = —% + 2nk, gdzie k € Z.

Ostatecznie rozwigzania przyjmuja postac:

x =4 +2rklubz = — 12 + 2rk, gdzie k € Z.

Stownik
twierdzenie o rozwigzywaniu réwnan trygonometrycznych

L.Jezelia € (—1,1)i x( jest jednym z rozwigzan rownania sin z = a, to kazde
rozwigzanie tego rownania ma postac: * = xg + 2kmlub x = ™ — x¢ + 2k, gdzie

ke Z.

2.Jezelia € (—1,1) i xg jest jednym z rozwigzan réwnania cos * = a, to kazde
rozwigzanie tego rownania ma postac: * = xg + 2kw lub * = —x( + 2km, gdzie
ke Z.

3.Jezelia € Ri x( jest jednym z rozwigzan réwnania tg z = a, to kazde rozwigzanie

tego rownania ma postac: ¢ = xy + 2km, gdzie k € Z.



Infografika

Polecenie 1

Zapoznaj sie z infografika, a nastepnie zréb polecenia podane nizej.

Polecenie 2

Rozwiaz réwnanie: cos 7x + cos 9 = 0.

Polecenie 3

Rozwigz réwnanie: sin ¢ + sin 3x + sin bz = 0.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Wszystkimi rozwigzaniami réwnania
cos2x -cosx —sin2zx - sinx = 1 sa:

x = km, gdzie k € Z.

T = %f,gdziek € /4.

o O O

T = %,gdzieke 7.

() z = 2km, gdziek € Z.

Cwiczenie 2

Wskaz wszystkie réwnania, ktére maja taki sam zbiér rozwigzan jak réwnanie:

Sin bx - cos 2x — cos bx - sin2x = %.

sin 5z - cos 6 + cos Hx - sin 6 = —%

sin6z - cos 3z — cos bz - sin 3z = 3

>

4sin bx - cos 6x + 4 cosbx - sinb6x = 3

O o o 0O

4sin7x - cosdx —4cosTx -sindx = 3




Cwiczenie 3

Zaznacz prawidtowa odpowiedz. Wszystkimi rozwigzaniami réwnania cos ¢ = 2 sin(% — a:)

sg liczby:

() 2km, gdziek € 7Z.

(O km, gdziek € Z.

O % gdzie k € Z.

O 3 gdziek € Z.
Cwiczenie 4

Sposrdod podanych rozwigzan réwnania wybierz jedno i wstaw w luke w tekscie.

. L, . tg2e—t . : .
Wszystkimi rozwiazaniami réwnania % = /3 s3 liczby | | gdziek € Z.

xz—%—l—km”xz%—kkm”x:—%—I—kﬁHaz:%—l—km

Cwiczenie 5

Kazdemu réwnaniu przypisujemy najmniejsze rozwigzanie dodatnie. Uporzadkuj liczby od
najmniejszej do najwiekszej.

sinllz-cos9x —cosllz -sin9x =1 =
cosllx -cosl0x —sinllz -sinl1l0xz =1 =
sin2x - cos3x + cos2x -sindx =1 =

cosllx -cos2x +sinllx-sin2x =1

112



Cwiczenie 6

Zaznacz prawidtowe dokonczenie zdania. Jezeli x( jest rozwigzaniem réwnania
. N o or
5s1n(:z:—|—§) —7SlIl(£U 3),to

O tgze = 12V/3.
O tgzo = —12V3.

Cwiczenie 7
Rozwiaz réwnanie tg 3z + tgx + tg 3z - tgx = 1 przy zatozeniu, ze tg 3z - tgx # 1.
Cwiczenie 8

Rozwiaz réwnanie: sin 3x = 2 sin x cos 2.



Dla nauczyciela

Autor: Jacek Dymel
Przedmiot: Matematyka

Temat: Zastosowanie wzoru na funkcje trygonometryczne sumy i réznicy katow do
rozwigzywania rGwnan

Grupa docelowa:

Szkota ponadpodstawowa, liceum ogolnoksztalcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

VIIL. Trygonometria.

Zakres rozszerzony. Uczen:

5) korzysta z wzor6éw na sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katow, a takze na funkcje
trygonometryczne katow podwojonych.

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

e rozwiazuje rOwnania typu:sinz = a, cosx = a, tgx = a.

e stosuje wzory na sinus, cosinus i tangens sumy oraz roznicy argumentow do
rozwigzywania rownan trygonometrycznych.

« analizuje rOwnania trygonometryczne, rozpatruje przypadki rozwigzan.

Strategie nauczania:

» konstruktywizm;
o konektywizm.

Metody i techniki nauczania:



e odwroécona klasa;
 analiza materiatu zrodtowego (poréwnawcza);
» dyskusja.

Formy pracy:

praca indywidualna;

praca w parach;

praca w grupach;

praca catego zespotu klasowego.
Srodki dydaktyczne:

« komputery z gloSnikami, stuchawkami i dostepem do internetu;
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale;
» tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda.

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Wskazanie przez nauczyciela tematu: ,Zastosowanie wzoru na funkcje
trygonometryczne sumy i réznicy katow do rozwigzywania rownan” i celow zajec,
przejScie do wspolnego ustalenia kryteriow sukcesu.

2. Rozpoznawanie wiedzy uczniow. Uczniowie tworzg pytania dotyczace tematu zaje¢, na
ktore odpowiedzg w trakcie lekciji.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel dzieli uczniow na 4-osobowe grupy. Uczniowie w grupach zapoznaja si¢
z informacjami w sekcji ,Przeczytaj”. Analizuja przedstawione przyktady i notujg
pytania. Nastepnie przedstawiajg pytania na forum klasy. Odpowiadajg na nie
uczniowie z innych grup. Nauczyciel wyjasnia ewentualne watpliwosci.

2. Prowadzacy zapowiada uczniom, ze w kolejnym kroku bedg rozwigzywac¢ ¢wiczenia nr
1i 2 z sekcji ,Sprawdz sie”. Kazdy z uczniow robi to samodzielnie. Po ustalonym czasie
wybrani uczniowie przedstawiaja rozwigzania. Nauczyciel w razie potrzeby koryguje
odpowiedzi, dopowiada istotne informacje, udziela uczniom informacji zwrotne;.

3. Kolejne ¢wiczenia (numer 3, 4 i 5) uczniowie wykonuja w parach. Nastepnie konsultuja
swoje rozwigzania z inng para uczniow i ustalajg jedna wersje odpowiedzi.

4. Uczniowie indywidualnie wykonujg kolejne ¢wiczenia nr 6 i 7 z sekcji ,Sprawdz sie”.

Faza podsumowujaca:

1. Omoéwienie ewentualnych problemow z rozwigzaniem ¢wiczen z sekcji ,Sprawdz sie”.



2. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, zwracajgc uwage na nabyte umiejetnosci,
odnoszac si¢ do wyswietlonych na tablicy interaktywnej celow z sekciji
~Wprowadzenie”

Praca domowa:

1. Uczniowie wykonuja ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaty dokonczone na
zajeciach.

Materialy pomocnicze:
Wykresy i wlasnosci funkcji trygonometrycznych
Wskazowki metodyczne:

o Medium w sekciji ,Infografika” mozna potraktowac jako zadania domowe dotyczace
analizy problemu w temacie ,Zastosowanie wzoru na funkcje trygonometryczne sumy
i roznicy katow do rozwigzywania rownan’”.
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