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Zrédto: Carlos Irineu da Costa, dostepny w internecie: www.unsplash.com.

Tematem tego materiatu jest wyrazenie, zwane symbolem Newtona i jego zastosowanie.

Na pewno postac¢ Isaaca Newtona,
siedemnastowiecznego angielskiego fizyka,
matematyka, astronoma, filozofa i alchemika,
kojarzy ci si¢ z trzema zasadami dynamiki

i prawem powszechnego cigzenia.

Ale czy wiesz, ze Newton podobno byl bardzo
drobiazgowy? W dziecinstwie nosit ze soba
notes, w ktorym zapisywal miedzy innymi zte
uczynki, ktore popetnit. Na przyktad kradziez
wisni z ogrodu s3siada, czy pieczenie ciasta
w niedziele.

Newton w trakcie swojego zycia imat si¢
roznych zajec¢. Wykladat optyke, byt

cztonkiem parlamentu. Jako nadzorca
Isaac Newton mennicy otrzymat zadanie przetopienia

Zrédto: dostepny w internecie: commons.wikimedia.org, i ponownego wybicia srebrnych monet
domena publiczna. ’



zorientowat sie, ze sg one falszowane (czyli ich masa zostata zmniejszona). Przeprowadzit
sledztwo i doprowadzit do ukarania fatszerzy.

Twoje cele

e Obliczysz wartos¢ symbolu Newtona.
o Udowodnisz niektore wiasnosci symbolu Newtona.



Przeczytaj

Pojecie silni - przypomnienie
Niech n bedzie liczbg naturalng.

Przypomnijmy, ze symbol n! (czytamy: n silnia) to:

e 1,gdyn =0lubn =1

e 1-2.3...-(n—1)-n,gdyn > 2
Przyktad 1

Mozemy zapisac:

ol=1

=1

5!=1-2-3-4-5=120

n! (n—1)I'n

DT — -1t "

Symbol Newtona

Definicja: Symbol Newtona

Symbolem Newtona (wspotczynnikiem dwumianowym Newtona) nazywamy liczbe < k> ,

gdzien e N ke Nik <n.
Zapis (Z) czytamy: n po k lub n nad k.

Symbol Newtona wyraza si¢ wzorem:

n n!
i) = Fwowr

Symbol Newtona mozna tez wyrazi¢ wzorem rekurencyjnym:

(1 dla k=01lub k=n

40 () o


javascript:void(0);

Przyktad 2

Mozemy zapisac:

(0)-

Przyktad 3

Mozemy zapisac:

6 6! 456 _ 30

<2> = e T — 124 — 2 — 1D

7 7! 41567 210

<4) = A(7—4l T Tal3r T 123 T 35

10 ,
(g ) = oty = 4 —0

Symbol Newtona mozna tez obliczy¢ z ,uproszczonego” wzoru:

<Z> = Db edy 0 < k< n

Przyktad 4

8 10
Korzystajgc z ,,uproszczonego” wzoru na symbol Newtona obliczymy ( 3) i < )

10 10-9-8-7-6-5-4
<7) = J234567 — 120

Witasnosci symbolu Newtona
Poznamy teraz kilka podstawowych twierdzen zwigzanych z symbolem Newtona.

Twierdzenie: Wtasnosé¢ 1 symbolu Newtona



javascript:void(0);

Dla kazdejliczby naturalnejn i kazdejliczby naturalnej k takiej, ze 0 < k < n spelniona

jest rownosc:
n\ n
k] \n—k

Zauwazmy, ze k = n — (n — k). Zatem:

ny _ n! _ n! _ n
k) K-k (n—(n-k)(n—k)!  \p _k

Dowadd

Przyktad 5

Korzystajac z powyzszego twierdzenia mozemy zapisac:
10\ 10 (10
2) \10-2) \8
6\ 6 _ (6
4) \6-4) \2
n n
= >
GRARI

Twierdzenie: Wtasnosé¢ 2 symbolu Newtona

Dla kazdejliczby naturalnejn > 1ikazdejliczby naturalnej k takiej, ze 1 < k <n
spelniona jest rownos¢:
n n—1
) = (o)

Oznaczmy przez L - lewg strone dowodzonejrownosci, przez P - prawg strone
rownosci.

Dowadd

Korzystamy z definicji symbolu Newtona.

n ‘n.
L:k'<kz) :#_'k)'

Przeksztalcamy odpowiednio zapisang rownosc.

I — k-(n—1)I'n _ nk | (n—1)!
kK ((n—1)—(k-1))! — (k—1)!-(n—1)—(k—1))!

k



. (n—1)! n—1),.
Korzystamy z tego, Ze 1 1)) = i skracamy przez k.

k—1
n—1
L=n-
(i)
L=P

Przyktad 6

4

-1
4(2):6(2_1>:6(§>:6~%:6-%:60

10 9
5(55) ::10(4> =10 - gk = 109876 — 1260

Twierdzenie: Wtasnos¢ 3 symbolu Newtona

. . : . . 6 10
Korzystajac z powyzszego twierdzenia, obliczymy 4 oraz 5 )

Dla kazdejliczby naturalnejn i kazdejliczby naturalnej k takiej, ze 0 < k < n zachodzi
n n n _(n+1
k k+1) \k+1

Oznaczmy przez L - lewg strone¢ dowodzonej rownosci, przez P - prawg strone

rownosc:

Dowad

rownosci.

" n n! n!
L= k + k+1 — E-(n—F)! + (D) (n—k—1)!

Rozszerzamy pierwszy skladnik przez k + 1, a drugi przez n — k, aby w konsekwencii
uzyska¢ wspolny mianownik utamkow.

. n!-(k+1) n!-(n—k)
L = om0 nh)

Wykorzystujemy wlasnosci silni.

_ nl(k+1) n!l-(n—k)
= (k+1)!-(n—k)! (k+1)!-(n—k)!

L

Dodajemy utamki.



_ nl(k+1)+n!(n—k)
L= (k4+1)!-(n—k)!

Wylaczamy n! przed nawias i korzystamy z wiasnosci silni.

I = nl-(k+14+n—k)  nl(n+l)
T (kD) (n—k)! T (k+1)(n—k)!
I (n+1)! _(n+1
T DM (D) =R+ T\ 1
L=P

Przyktad 7

Korzystajac z powyzszego twierdzenia, mozna zapisac:
8 n 8\ (9
3 4) \4
10 L 10y /11
2 3) \3
n n n+1
(6)+()=("7)

Zwiazek symbolu Newtona z tréjkatem Pascala

Zauwazmy, ze kolejnym wyrazom trojkata Pascala mozna przyporzadkowac¢ odpowiednie

symbole Newtona. W trojkgcie Pascala kazdy wyraz (poza skrajnym) jest sumg dwu wyrazow
stojacych bezposrednio nad nim.

Schemat ten odpowiada zaleznoSci

()= (o) ()

zapisanejwe wzorze rekurencyjnym.



0 1 (o)

1 1 1 (o) (1)

9 1 2 1 HEGRE

3 1 3 3 1 (5 () ) G)

4 1 4 6 4 1 (o) (1) G) G) ()
5 1 5 10 10 5 1 () Q)G G G G

Wiemy juz, ze suma wyrazow w n-tym wierszu trojkata Pascala jest rowna 2".

Wynika stad wazna wtasno$¢ symbolu Newtona:
" + " +...+ " + ") =2n
0 1) 7 \n—-1 n)

Rozwigzemy roOwnanie

00000+

Przeksztalcajac lewa strone rownania, skorzystamy ze wzoru na sume kolejnych symboli

Przyktad 8

Newtona.

4.2°=8"

Liczby 4 i 8 zapisujemy jako potegi liczby 2.

92 .95 _ 93z

97 _ 93z

Poréwnujemy wyktadniki poteg o tych samych podstawach.
7 =3z

T = % = 2%

Odpowiedz:

Rozwigzaniem réwnania jest liczba 2%.




Stownik

symbol Newtona

to liczba (Z),gdzieneN,kENikgn



Animacja

Polecenie 1

Zapoznaj sie z animacja. Staraj sie najpierw samodzielnie rozwigzaé¢ prezentowane tam

problemy, a nastepnie poréwnaj z przedstawionym materiatem.

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DWLIKgIRe

Film nawigzujacy do tresci lekcji dotyczacej symbolu Newtona.

Polecenie 2

.. (k+n k+n—-1\ (k+n-—1 )
Wykaz,ze<k+1>—< k1 )-( i >dlak€N,n€N|0<k<n.



https://zpe.gov.pl/a/DWL9KgJRe

Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

) 10 10 10 4 4\ . . )
Liczba M = (10) — (1) +2- (8) — (3) . (2) jest réwna:

78

57

o O O

87

O 96

Cwiczenie 2

Okresl, ktoére rownosci sg prawdziwe dla liczb naturalnychn > 1,k > 1ik < n.

0 ()G




Cwiczenie 3

sl ()0 ()] 6) =

Cwiczenie 4

Rozwiaz réwnanie i wpisz odpowiednig liczbe.

(3) - (3) =0 !




Cwiczenie 5

Ustaw w odpowiedniej kolejnosci obliczenie wspotczynnika W = (

(+) -

>3

k—1

I
7N\
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~
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IN{EN|
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> Za pomocCg wzoru

n—1
. ( ) gdzie n, k to liczby naturalne takie, zen > 1,2 < k < n.

O

114

114

114

114

214

114



Cwiczenie 6

Liczba n jest liczba naturalng wieksza od 2 i k jest liczba naturalng mniejsza od 20.
Uzupetnij zdania, przeciggajac odpowiednie liczby.

____________________

20 S ' 20
Sl = i = 190.
Jesli (20 _ n) o <n) 90

2n
Liczby postaci C,, = -+ - ( ) zwane sa liczbami Catalana. Zatem Cy — Cs =
n

\90”195”95”190”225”8”6”220]

Cwiczenie 7
Cwiczenie 8

2n + 2) _ n(n+1)-(2n+1)

Wykaz, ze + - ( 3 -



Dla nauczyciela

Autor: Justyna Cybulska

Przedmiot: Matematyka

Temat: Symbol Newtona

Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

II. Wyrazenia algebraiczne. Zakres podstawowy.

Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia na: (a + b)%, (a — b)*, a2 — b2, (a + b)°, (a — b)°,
a® — b3 a" — b".

Zakres rozszerzony. Uczen spelnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:

2) stosuje podstawowe wilasnosci trojkata Pascala oraz nastepujace wiasnosci

wspotczynnika dwumianowego (symbolu Newtona): <g =1, 1;) =n, (ni 1) =n,
(1) = (20 () () = ()
k n—k k E+1 E+1
3) korzysta ze wzorow na: a® + b3, (a + b)" i (a — b)".
Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacii

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

« kompetencje cyfrowe

» kompetencje osobiste, spoleczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

e oblicza warto$¢ symbolu Newtona
» udowodnia niektore wiasnosci symbolu Newtona



» dobiera odpowiedni sposob do rozwigzania problemu teoretycznego
« stosuje zdobyta wiedze w zadaniach nietypowych

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e biaty kruk
e loteria

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw grupach
e praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazdy uczen miat do
dyspozycji komputer

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Nauczyciel rozpoczyna zajecia od przytoczeniu kilku ciekawostek z zycia Newtona,
moze tez zaprezentowac krotka prezentacje przyblizajaca te postac.

2. Nastepnie informuje uczniow, ze znalazt niezwykty rekopis (,biaty kruk”), w ktorym
opisane s3 nieznane dotad symbole. Rekopis trudno byto odcyfrowac¢, zatem przepisat
wiadomosci w nim zawarte, uwspotczesniajac je. I przekazuje je uczniom w wersiji
elektroniczne;j.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie w grupach zapoznajg si¢ z trescia ,biatego kruka” - czyli z materialem
zawartym w sekcji ,Przeczytaj.

2. Kazda grupa przygotowuje przy tym 2 zadania, wykorzystujgce uzyskane wiadomosci.

3. Zadania zapisane na kartkach wrzucaja do pudla, przygotowanego wczes$niej przez
nauczyciela.

4. Teraz przedstawiciel kazdej z grup losuje jedno zadanie i rozwigzuje je na tablicy. Przy
czym w przypadku watpliwosci uczen moze zwroécic¢ sie dwukrotnie z prosbg o pomoc
do swoijej grupy.

5. Jesli zadanie zostanie dobrze rozwigzane - grupa otrzymuje ,plusy” lub jest nagradzana
w inny sposob.



Faza podsumowujaca:

1. Uczniowie wspolnie formutuja temat lekciji i cele, ktore ich zdaniem osiggneli.

2. Uczniowie indywidulanie rozwigzuja dowolne 2 spo$rod proponowanych ¢wiczen.

3. Dyskusja - w rozwigzaniu jakiego typu problemow (nie tylko matematycznych) mozna
wykorzysta¢ symbol Newtona.

4. Wybrany uczen podsumowuje zajecia, wskazujac na wazne elementy zaje¢, komentuje
tez trudnosci i problemy, z ktorymi borykali si¢ uczniowie rozwigzujgc zadania.
Dokonuje samooceny i oceny kolezenskiej pracy pozostatych uczniow.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca uczniom wykonac te ¢wiczenia interaktywne, ktore nie zostaly
wykonane podczas lekcii.

Materialy pomocnicze:
Podzbiory zbioru skonczonego (tre$¢ rozszerzona)
Wskazowki metodyczne:

Animacje mozna wykorzystac jako wprowadzenie do kombinatoryki.


https://epodreczniki.pl/a/podzbiory-zbioru-skonczonego-tresc-rozszerzona/DUzQbD05Q

