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W tym materiale pokazemy m.in. jak rozwigzywac zadania dotyczace wyznaczania takich
liczb na osi liczbowej, ktore sa potozone w szczeg6lny sposob wzgledem pewnych dwoch
ustalonych liczb.

Zaprezentujemy rowniez sposob zapisu powyzszego problemu, ktory sprowadzi sie do
zapisania rownania z warto$cig bezwzgledna.

Rownania tego typu bedziemy rozwigzywac odwotujgc sie do definicji i wtasnosci wartosci
bezwzglednej, stosujac tez nier6wnos¢ trojkata.

Twoje cele

e Rozwiazesz ztozone zadania dotyczace odlegtosci liczb na osi liczbowe;.
o Wykorzystasz definicje wartosci bezwzglednej do rozwigzania rownania zjedng
niewiadoma.

e Zastosujesz nieroOwnosc trojkata do rozwigzywania rownan z wartoscia bezwzgledna.



Przeczytaj

Przyktad 1

Wyznaczymy wszystkie liczby rzeczywiste x, ktorych odlegtos$c¢ na osi liczbowej od liczby
(—1) jest 2 razy wieksza niz odlegltos¢ od liczby 5.

Rozwigzanie
Obliczamy, ze odlegto$¢ miedzy liczbami (—1) oraz 5 jest rowna |—1 — 5| = |—6| = 6.

Nastepnie dzielimy o$ liczbowa na trzy przedzialy:
(—o0,—1),(—1,5) oraz (5, +00).

Zauwazamy, ze dla dowolnejliczby z z przedziatu (—oo, —1) odlegtoéc¢ od liczby (—1) jest
mniejsza niz odleglos¢ od liczby 5, zatem w tym przedziale nie ma liczb spetniajacych
zadany warunek.

W przedziale (—1,5) mamy znalez¢ taka liczbe z, ktorej odlegtos¢ od lewego krarica tego
przedziatu jest 2 razy wieksza niz odleglo$¢ od prawego kranca. Dzielimy wiec dlugos¢
tego przedziatu (czyli liczbe 6) w stosunku 2 : 1 i dostajemy, ze warunki zadania spetnia
x = 3.
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Powyzsze rozwigzanie ma nastepujaca interpretacje algebraiczna.

Dlaz € (—1,5) odlegloé¢ z od (—1) jestrownaz — (—1) = = + 1, a odlegloé¢ x od 5 jest
rowna b — .

W tym przedziale szukamy wiec liczby z, ktora spetnia rownanie  + 1 = 2(5 — z).
Przeksztatcamy otrzymane réwnanie do postaci  + 2z = 10 — 1, skad 3z = 9, czyli
z=3¢€ (—1,5).

Zatem jedynym rozwigzaniem jest w tym przypadku liczba 3.

W przedziale (5, +00) mamy znalez¢ taka liczbe x, ktorej odlegtoé¢ od lewego kranca
tego przedziatu jest 2 razy mniejsza niz odlegtos¢ od (—1). Wynika stad, ze liczba 5 jest
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$rodkiem odcinka o koncach (—1) oraz 5, gdzie © > 5.
Wobec tegox — 5 =5 — (—1),skad z = 11.
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Interpretacja algebraiczna powyzszego fragmentu rozwigzania jest nastepujaca.

Dlaz € (5,400) odlegtoé¢ = od (—1) jestrownax — (—1) = x + 1, a odleglos¢ x od 5
jest rowna x — 5. W tym przedziale szukamy wiec liczby z, ktora spetnia réwnanie

xz + 1 = 2(z — 5). Przeksztalcamy otrzymane rownanie do postaci 2z — x = 1 + 10,
skad z = 11 € (5, +00).

Zatem jedynym rozwigzaniem jest w tym przypadku liczba 11.

Oznacza to, ze sg dwie liczby: 3 oraz 11, ktorych odleglos¢ od (—1) na osi liczbowej jest 2
razy wigksza niz odlegtos¢ od 5.

Uwaga. Warunek podany w tresci zadania mozna sformutowac nastepujaco.
Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste z , ktore sg rozwigzaniem réwnania
|z + 1| = 2|z — 5|

Przedstawimy ponizej dwa algebraiczne sposoby rozwigzania tego rOwnania.
Sposob I:

Korzystajac z definicji wartosci bezwzglednej, otrzymujemy:
z41] = {x—l—l, dla z > —1
—r—1, dla z < -1

oraz

_Jzxz—5,dlaz>5
2= 5] = {—m+5, dla x < 5
Zatem rozpatrujemy trzy nastepujace przypadki:
)z € (—oo0,—1);wtedy |z + 1| = —x — 1 oraz |z — 5| = —x + 5,
(2)xz € (—1,5);wtedy |z + 1| =x + 1oraz |z — 5| = —z + 5,
(B)z € (5,+00);wtedy |t + 1| =2z + loraz |z — 5| = x — 5.

Wobec tego:
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» w przypadku (1) otrzymujemy rOwnanie

—z—1=2(—z+5),

skad —z + 22z =10 + 1,

czyliz = 11.

Jednakze 11 ¢ (—oo, —1), wiec w tym przypadku dane réwnanie nie ma rozwigzan.
o w przypadku (2) otrzymujemy rownanie

z+1=2(—x+5),

skad z + 2z = 10 — 1,

3z =9,

czyliz = 3.

Poniewaz 3 € (—1,5), wiec dane rownanie ma rozwiazanie z = 3.
« w przypadku (3) otrzymujemy réwnanie

z+1=2(x—5),

skad 1 + 10 = 2z — «,

czyliz = 11.

Poniewaz 11 € (5, +00), wigc dane rownanie ma rozwigzanie x = 11.

Oznacza to, ze rownanie |z + 1| = 2|z — 5| ma dwa rozwigzania: ¢ = 3 oraz z = 11.
Sposob II:

Poniewaz obie strony rownania

|z 4+ 1| = 2|z — 5|

s3 nieujemne, wiec to rownanie mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci rownowazne;j
2+ 1" = (22 - 5])"

Otrzymane rownanie dalej przeksztalcamy rownowaznie (korzystajac m.in. z wlasnosci
wartosci bezwzglednej oraz ze wzorow skroconego mnozenia).
(x+1)>=22. (z — 5)°

(z+1)" = (2(z - 5))°

(z +1)* = (22 — 10)?

(22 —10)> — (z +1)* =0

(22 —10) — (z+1))-((2z—10)+ (z+1)) =0
2z—-10—2—1)-(2z—-104+z+1)=0

(x—11)-(3z —9) = 0.

Stadz — 11 =0lub3x —9 =0,czyliz =11 lubz = 3.
Oznacza to, ze rownanie |z + 1| = 2|z — 5| ma dwa rozwigzania: x = 3iz = 11.
Przyktad 2

a) Wyznaczymy na osi liczbowej wszystkie liczby rzeczywiste x, ktorych suma odlegltosci
od liczb (—5) oraz 2 jest rowna 8.
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Rozwigzanie
Obliczamy, ze odleglos¢ miedzy liczbami (—5) oraz 2 jest rowna |—5 — 2| = |-7| = 7.

Nastepnie dzielimy o$ liczbowa na trzy przedzialy:
(—o0, —5), (—5,2) oraz (2, +00).

Zauwazamy, ze dla dowolnejliczby x z przedziatu (—5, 2) suma odlegtosci od krancow
tego przedziatu jest rowna 7, a wiec jest mniejsza niz 8. Zatem w tym przedziale nie ma
liczb speiniajacych zadany warunek.

W przedziale (—oo, —5) mamy znalez¢ taka liczbe x, ktorej suma odlegtosci od prawego
kranca tego przedziatu oraz od 2 jest rowna 8.
Jezeli odlegtos¢ = od (—5) oznaczymy przez d, to odlegtoé¢ od 2 jest rowna d + 7.
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Stad liczba dodatnia d jest rozwigzaniem rownaniad +d + 7 = 8,skad 2d + 7 = 8§,
1

2d =1,czylid = % Oznaczato,zex = —5 — 5 = —5%.

Interpretacja algebraiczna powyzszego fragmentu rozwigzania jest nastepujaca: dla

z € (—o00,—b) odlegtoé¢ = od (—5) jest rowna —5 — x (powyzej oznaczylisSmy te
odlegltos¢ przez d), a odleglo$¢ x od 2 jest rowna 2 — x.

W tym przedziale szukamy wiec liczby z, ktora spelnia rownanie —5 —x +2 — = = 8.
Przeksztalcamy otrzymane réwnanie do postaci —5 + 2 — 8 = 2z, skad 2z = —11, czyli
T = —% = —5%.

Zatem jedynym rozwigzaniem jest w tym przypadku liczba —5%.

W przedziale (2, +00) mamy znalez¢ taka liczbe x, ktorej ktorej suma odlegtosci od
lewego kranca tego przedziatu oraz od (—5) jest rowna 8.

Jezeli tym razem przez d oznaczymy odlegto$¢ x od 2, to odleglos¢ = od (—5) jest rowna
d + 7. Stad - dokladnie tak samo, jak poprzednio - liczba dodatnia d jest rozwigzaniem
rownaniad + d + 7 = 8. Wobec tego d = % Oznaczato,ze ¢ = 2 + % = 2%.
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Interpretacja algebraiczna powyzszego fragmentu rozwigzania jest nastepujaca: dla
(2, 400) odlegto$¢ x od 2 jest rowna x — 2, a odleglos¢ = od (—5) jest rowna

x — (—b5) = z + 5. W tym przedziale szukamy wiec liczby z, ktora spetnia réwnanie
z—2+x+5=_8skad 2z =5,czyliz = 2 =21,

Zatem jedynym rozwiazaniem jest w tym przypadku liczba 2 %

Oznacza to, ze s3 dwie liczby: 2% oraz —5%, ktorych suma odleglosci na osi liczbowej od
(—5) jest robwna 8.

Uwaga. Warunek podany w tresci zadania mozna sformutowac nastepujaco.
Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste  , ktore sg rozwigzaniem réwnania
lz+ 5|+ |z — 2| =8.

Korzystajgc z definicji wartosci bezwzglednej otrzymujemy:
45| = {:1:—!—5, dla z > —5
—xr —5,dlaxz < —5
oraz
z—2| = {x—2, dla z > 2
—r+2, dlaz <2

Zatem rozpatrujemy trzy nastepujace przypadki:

)z € (—o0,—5); wtedy |z + 5| = —z — Horaz |z — 2| = —x + 2,
(2)z € (—5,2);wtedy |z + 5| =z + 5oraz |z — 2| = —z + 2,
(B)x € (2,+00);wtedy |z + 5| =x +5oraz |z — 2| =z — 2.

Wobec tego:

« w przypadku (1) otrzymujemy rownanie

—z -5+ (—z+2) =8,

skad —z — 5 —z + 2 =8, -2z = 11,

czyliz = —171 = —5%.

Poniewaz —5% € (—oo0, —5), wiec dane réwnanie ma rozwigzanie z = —5%.
o w przypadku (2) otrzymujemy rownanie

z+5+(—x+2) =S8,
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skadx +5 —x+ 2 =8,
czyli 7 = 8.
Otrzymana rownosc jest sprzeczna, wiec w tym przypadku rownanie nie ma
rozwigzan.
o w przypadku (3) otrzymujemy rownanie
r+5+x—2=28,
skad 2z =8 -5+ 2,2z =5
czylixz = % = 2%.
Poniewaz 2% € (2,+00), wiec dane rownanie ma rozwigzanie x = 2%.

Oznacza to, ze rownanie |z + 5| 4+ |z — 2| = 8 ma dwa rozwigzania: ¢ = —5+ oraz
—9l
x=25.

b) Wyznaczymy na osi liczbowej wszystkie liczby rzeczywiste x, ktorych suma odlegtosci
od liczb —8 oraz 17 jest rowna 24.

Rozwigzanie

Obliczamy, ze odlegto$¢ miedzy liczbami (—8) oraz 17 jest rowna
|—8 — 17| = |-25| = 25.

Nastepnie dzielimy o$ liczbowa na trzy przedzialy:
(—o0, —8), (—8,17) oraz (17, +00).

Zauwazmy, ze:

« dla dowolnejliczby x z przedziatu (—8,17) suma odlegtosci od krancow tego
przedziatu jest rowna 25, a wiec jest wieksza niz 24. Zatem w tym przedziale nie ma
liczb speiniajacych zadany warunek.

o dlaz € (—o0,—8) odlegtos$¢ = od 17 jest wieksza niz dlugo$¢ przedziatu (—8,17),
czyli jest wieksza niz 25. Wynika stad, ze dla z € (—oo, —8) suma odlegtosci x od
liczb (—8) oraz 17 jest wieksza niz 25, a wiec jest wieksza niz 24. Wobec tego
rowniez w tym przedziale nie ma liczb speiniajacych zadany warunek.

e dlaz € (17, +00) odleglos¢ x od (—8) jest wieksza niz dtugoséc¢ przedziatu (—8,17),
czyli jest wieksza niz 25. Wynika stad, ze dla z € (17, 400) suma odlegtosci = od
liczb (—8) oraz 17 jest wieksza niz 25, czyli jest wieksza niz 24. Oznacza to, ze
rowniez w tym przedziale nie ma liczb speiniajacych zadany warunek.

Ostatecznie stwierdzamy, ze nie istnieje taka liczba rzeczywista x, ktorej suma odlegtosci
od liczb (—8) oraz 17 jest rowna 24.

Uwaga. Warunek podany w tresci zadania mozna sformutowac nastepujaco.
Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste z, ktore s3 rozwigzaniem rownania
|z + 8| + |x — 17| = 24.
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Powyzejwykazalismy, ze to rownanie nie ma rozwigzan w liczbach rzeczywistych.

Czytelnik zechce sprawdzi¢, rozwigzujac to rownanie z wykorzystaniem definicji
warto$ci bezwzglednej, ze w zadnym z trzech przedziatow: (—oo, —8), (—8,17) oraz

(17, +00) nie znajdzie rozwigzania.

Pokazemy teraz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwa jest nieréwnos$¢
la+b] < |a| + |b).

Zauwazmy, ze obie strony tejnierownosci sa nieujemne, zatem mozemy jg przeksztatcic
réwnowaznie do postaci

2 2
ja+ 6" < (laf + [b])".

Korzystajac ze wzorow skroconego mnozenia oraz z wlasnosci wartosci bezwzgledne;j
dostajemy

(a +b)% < |af* + 2|al|b] + |b
a? + 2ab + b? < a? + 2|a||b| + b?
2ab < 2|al|b|

ab < |allb|.

2
’

Zauwazmy nastepnie, ze prawa strona otrzymanej nieréwnosci jest liczba nieujemna.
Zatem:

e jezeli ab < 0, to nier6wno$c¢ jest prawdziwa,

e jezeliab > 0, to:
albo obie liczby a i b sg nieujemne; wtedy |a||b| = ab,
albo obie liczby a i b sg niedodatnie; wtedy |a||b| = (—a)(—b) = ab.
Wykazalismy, wiec ze w tym przypadku zachodzi rowno$c¢ ab = |al|b|.

Oznacza to, ze dla kazdego a i kazdego b otrzymana nieréwnos¢ jest prawdziwa, przy czym
rowno$c¢ zachodzi w niej wtedy i tylko wtedy, gdy ab > 0.

Prawdziwe jest wiec twierdzenie.
Twierdzenie: nieréwnos¢ trojkata

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwa jest nieréwno$¢
@ +b] < |af + [b],
przy czym réwno$c¢ zachodzi w niej wtedy i tylko wtedy, gdy ab > 0.

Uwaga.

» Poniewaz dla dowolnych liczb rzeczywistych z i y zachodzi rownos¢
[z —y| = [z + (=y)l,
wiec korzystajac z nierownosci trojkata otrzymujemy, Ze
[z -yl =z + (—y)| < |z] +[-y| = [z] +[y].
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e Przyjmujac a = x — z oraz b = z — y mozemy nierownos¢ trojkata sformutowac
nastepujgco
dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y, z prawdziwa jest nier6wnosc¢
[z —y| <z —z[+ ]y — 2|

Przyktad 3

Korzystajgc z nieréwnosci trojkata, wykazemy, ze rownanie
|z + 8|+ |z — 17) = 24
nie ma rozwiazan.

Dowod

Zauwazmy, ze dla dowolnejliczby rzeczywistej x prawdziwa jest rownosc
|z — 17| = |17 — z|.

Korzystajgc z nierownosci trojkgta otrzymujemy stad, ze
lz+ 8|+ |z — 17| = |z + 8| + |17 — x| > |z + 8 + 17 — x| = |25| = 25.

Wobec tego zaktadajac, ze istnieje liczba x, ktora speinia rownanie
|z + 8| + |z — 17| = 24 otrzymujemy

24 = |z + 8| + |x — 17| > 25,

co jest sprzeczne. Otrzymana sprzecznos¢ konczy dowod.

W kolejnych przyktadach przejdziemy do rozwigzywania innych typow rownan z wartoscig
bezwzgledna .

Przyktad 4

Wyznaczymy wszystkie liczby rzeczywiste, ktore speiniajg rownanie:
a) ||z +4| -5 =2

Rozwigzanie

Przeksztalcamy rownowaznie dane rownanie, korzystajac w wiasno$ci wartosci
bezwzgledne;.

|z + 4] = 5] =2,

skad |z + 4| —5=21ub |z + 4| — 5 = -2,

zatem |z +4|=24+5=Tlub|z +4| =—-2+5 =3,
czyli(x+4=Tlubx+4=—-7)lub(x +4=31lubz +4 = -3).

Wobec tego rownanie ma cztery rozwigzania: 3, (—1), (—7) oraz (—11).

b)||z — 2| — 3| = 4.
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Rozwigzanie

Przeksztalcamy rownowaznie dane rownanie, korzystajac w wiasno$ci wartosci

bezwzgledne;j.

|z —2[ =3 =4,

skad |z — 2| — 3 =41lub |z — 2| — 3 = —4,
zatem |z — 2| = Tlub |z — 2| = —1.

Drugie z otrzymanych réwnan jest sprzeczne (nie istnieje liczba rzeczywista, ktore;
warto$¢ bezwzgledna jest ujemna), a to oznacza, ze
x—2=7T7lubz —2=-T7.

Wynika z tego, Ze zbior rozwigzan danejnieréwnosci jest dwuelementowy: € {—5,9}.

c)Va?+4x+4++/81 — 18z + 22 =12 — z.
Rozwigzanie

Zauwazmy, ze dla dowolnejliczby rzeczywistej z prawdziwe sg rOwnosci:

o« Va2 +4x + 2\/(w+2)2:\m—|—2|,

. \/81—183:—1—332:\/(x—9)2:\m—9].

Wynika stad, ze dane rownanie jest rownowazne réwnaniu
x4+ 2|+ |z —9| =12 — =.

Korzystajgc z definicji wartosci bezwzglednej otrzymujemy:
242 = {a:—|—2, dla z < —2
—r—2, dla z < -2
oraz
z— 9| = {x—9, dla z <9
—x+9, dlaz<9
Zatem rozpatrujemy trzy nastepujace przypadki:
)z € (—o0,—2);wtedy |z + 2| = —x — 2 0raz |z — 9| = —x + 9,
)z € (—2,9);wtedy |z + 2| =z + 2o0raz |z — 9| = —z + 9,
(3)z € (9, +00);wtedy |z + 2| =z + 2o0raz |z — 9| =z — 9.

Wobec tego:

o w przypadku (1) otrzymujemy réwnanie
—z—2+(—x+9)=12—2z,skad—z—z+zxz=12+2—-9,—xz =5
czyli z = —5.

Poniewaz —b5 € (—oo, —2), wiec = —b jest rozwigzaniem rownania.
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o w przypadku (2) otrzymujemy rownanie
z+2+(—x+9)=12—2z,skade —xz+x=12—-2 -9,
czyliz = 1.
Poniewaz 1 € (—2,9), wiec = 1 jest rozwigzaniem réwnania.

o w przypadku (3) otrzymujemy rownanie
z+2+x—-9=12—z,skadz+z+2x =12 -2 +9,
czyliz = % = 6%.
Poniewaz 6% ¢ (9,400), wiec w tym przypadku rozwigzan nie ma.

Oznacza to, ze rownanie vVz2 + 4z +4 + v/81 — 18z + 22 = 12 — x madwa
rozwigzania: ¢ = —dorazz = 1.

Przyktad 5

Wyznaczymy wszystkie liczby rzeczywiste, ktore spetniaja rownanie
|z — 5| + [4z + 4| = |15 — 3z| + |3z + 3|.

Rozwigzanie

W rozwigzaniu skorzystamy z nastepujacej wilasnosci:
dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwa jest rownos¢
@b = |af - 0]

Dla dowodu zauwazmy, ze obie strony tej rownosci sg nieujemne, wiec jest ona
rownowazna rownosci

ja-b* = (lal - [b])*,

skad z wlasnosci wartosci bezwzglednej otrzymujemy rownos¢

(a-b)* = |al*- |b]?, czyli (a - b)* = a? - b2, a to jest rownos¢ prawdziwa dla dowolnych
liczb rzeczywistych a oraz b. To spostrzezenie konczy dowaod.

Korzystajgc z powyzszej wlasnos$ci mozemy dane rownanie przeksztalci¢ jak ponize;.
2 — 5| + [4(z + 1)] = |-3(z — 5)| + [3(z + 1)|

2 — 5|+ 4] |+ 1] = [=3| - |& — 5| + [3] - |z + 1]

|z — 5| + 4|z + 1| = 3|z — 5| + 3|z + 1

4z +1| — 3|z + 1| = 3|z — 5| — |z — 5|

z+1| =2z — 5.

Zauwazmy, ze rozwigzaniem otrzymanego rownania sg wszystkie liczby rzeczywiste z,
ktorych odlegtos$c¢ na osi liczbowej od liczby (—1) jest 2 razy wieksza, niz odlegtos¢ od
liczby 5. Jak juz wiemy z rozwigzania wcze$niejszego przykitadu, sg dwie liczby
spetniajgce powyzszy warunek: z = 3 oraz z = 11.

Uwaga. Rozumujac podobnie, jak przy dowodzie wtasnosci wykorzystanej w rozwigzaniu
powyzszego przyktadu, mozna udowodnic, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i
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b # 0 prawdziwa jest rownos¢

al| _ la|
15l =
Ponizejznajdujg sie dwa przyktady zadan wykraczajacych swoja trescig poza podstawe
programowa. Mozesz si¢ z nimi zapoznac, aby przekonac sie, ze z poznanymi do tej pory
narzedziami jesteSmy w stanie je rozwigzac.

Przyktad 6

Wyznaczymy wszystkie liczby rzeczywiste, ktore speiniaja rownanie:
a) |z +4|+ |z — 1| + |z — 8| = 12,

Rozwigzanie

Z nierownosci trojkgta wynika, ze dla dowolnejliczby rzeczywistej x prawdziwa jest
zalezno$c¢

z+4|+ |z -8 =lz+4[+|8—z|>|z+4+8 -z =|12]| =12,

przy czym réwnos$¢ zachodzi w niej wtedy i tylko wtedy, gdy (z + 4) - (8 — ) > 0, a wiec
dlaz € (—4,8).

Wynika stad, ze:

e dlaz ¢ (—4,8) dane rownanie rozwigzan nie ma (po lewej stronie rownania jest
liczba wigksza od 12),

o dlaz € (—4,8) rownanie przyjmuje posta¢ 12 + |z — 1| = 12, skad |z — 1| = 0,
z—1=0,czyliz = 1.
Poniewaz 1 € (—4, 8), wiec jest to rozwigzanie danego rownania.

Otrzymujemy wiec, ze jedynym rozwigzaniem danego rownania jest ¢ = 1.

Czytelnik zechce zweryfikowa¢ odpowiedz otrzymang powyzszym sposobem,
rozwiazujac podane rownanie (z wykorzystaniem definicji wartosci bezwzglednej)
w kazdym z przedzialow:

(—o0, —4), (—4,1), (1, 8) oraz (8, +00).

b)|lz|+|z+3|=|z+ 1|+ |z + 2|

Poniewaz obie strony otrzymanej nier6wnosci sg nieujemne, wiec mozemy jg
przeksztalci¢ rownowaznie do postaci

(lz] + |z + 3))% = (lz + 1| + |z + 2)°.

Korzystajgc ze wzorow skroconego mnozenia oraz z wlasnosci wartosci bezwzglednej
otrzymujemy:

2?4+ 2|z |z +3+|e+3 =z +17+2- |2+ 1] |z +2| + |z + 2

2 +2z (z+3)+@+3)°=(@+1)°+2-[(z+1)- (2+2)|+ (z+2)°
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22 + 6z + 9+ 2|z (x+3)|=22>+6x+5+2-|(z+1) (z+2)
4+2|:c2+3:c‘:2-|:c2+3a:+2|

|2? + 32| + 2 = |2? + 3z + 2|

|2? + 32| + |2 = |2® + 3z + 2|.

Zauwazmy, ze na mocy nierownosci trojkata otrzymujemy zaleznos¢
2% + 3z| + |2| > |2® + 3z + 2
w ktorej rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy (332 + 3:1:) -2 >0, czyli gdy
z-(x+3)>0,awiecdlaz € (—oo,—3) U (0, +00).

7

Wynika stad, Ze rozwigzaniami danego réwnania sg ¢ € (—oo, —3) U (0, +00).

W przypadku tego réwnania ponownie sugerujemy, aby czytelnik zweryfikowat
odpowiedz otrzymang powyzszym sposobem, rozwigzujac je (z wykorzystaniem definicji
wartosci bezwzglednej) w kazdym z przedziatow:

(—o0,—3),(—3,-2), (-2,-1), (—1,0) oraz (0, +00).

Przyktad 7

Wyznaczymy wszystkie liczby rzeczywiste, ktore spetniaja rownanie
|z — |z + [z = 2||[ + |z + |z — |z + 5][| = 8.

Rozwigzanie

W rozwigzaniu skorzystamy z nastepujacej wlasnosci:

dla dowolnejliczby rzeczywistej z prawdziwa jest nierownosc

2| > o,

przy czym rowno$¢ zachodzi w niejwtedy i tylko wtedy, gdy z > 0.

Z definicji wartosci bezwzglednej wynika mianowicie, ze:

e gdyz < 0,to |z| = —x > 0; wtedy |z| > z, czyli nierowno$¢ jest prawdziwa,
e gdyz > 0,to |z| = x, czyli nieréwnos¢ jest prawdziwa.
Oznacza to, ze nierowno$¢ |z| > x jest prawdziwa dla dowolnejliczby rzeczywistej x

Korzystajgc z powyzszej wlasnosci wykazemy, ze dla dowolnejliczby rzeczywistej z
prawdziwe sg nastepujace dwie zaleznosci:

) [z = |z + |z = 2] = [z - 2],

2) |z + |z — |z + 5]|| = |z + 5|

Dowéd

(1) Zauwazmy, ze:
|—(z —2)| > —(z—2),skad | — 2| > -z + 2,z + |x — 2| > 2 > 0, czyli
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x4+ |z —2|| =z + |z — 2|

Zatem

[z —[z+]z =2 =]z — (z+ [z - 2))| = [z -z — [z - 2| = ||z - 2||.
Poniewaz

—lz—2| <0,

wiee ||z — 2| = —(—Jz — 2[) = |z — 2|

Wobec tego

|z — |z + |z — 2||| = |« — 2| dla dowolnejliczby rzeczywistej x.

(2) Zauwazmy, ze:

|z + 5| >x+5,skadz — |z + 5| < =5 < 0, czyli

2 — o+ 5] = —(z — |z +5]) = —z + |z + 5|

Wynika stad, ze

z+ |z —|z+5]||=|z+ (—x+|z+5])|=|z—z+ |z +5|| =]z + 5.
Poniewaz

|z + 5| >0,

wiec ||z + 5|| = |z + 5]

Oznacza to, ze

|z + | — |z + 5||| = |x + 5| dla dowolnejliczby rzeczywistej x.

W ten sposob otrzymujemy, ze dane roOwnanie
z—|z+ |z —2|||+|z+|z—|z+5]|]|=38
jest rownowazne rownaniu

|z — 2|+ |z + 5| =8.

Zauwazmy, ze rozwigzaniem tak otrzymanego réwnania sg wszystkie liczby rzeczywiste
, ktorych suma odlegtosci od liczb (—5) oraz 2 jest rowna 8.

Jak juz wiemy z rozwigzania wczesSniejszego przyktadu, sa dwie liczby spelniajace
powyzszy warunek: z = —5% oraz ¢ = 2%.

Przyktad 8

Wyznaczymy wszystkie liczby rzeczywiste > 1, ktore spelniajg rownanie

Ve+3—4vzr—1+Vz+8—6Vz —1=1.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze gdy z > 1, to:

. ¢x+3—4\/xf:\/m—1—4\/ﬁ+4:\/(\/E—2)2,

awigc\/x+3—4\/x—1:‘\/w—1—2

K



e Vo+8—6vz— :\/3:—1—6\/:13—1+9=\/(\/3:—1—3)2,
skad Vz +8—6vz —1=[vz—1-3|=[3-va—1|.

Na mocy nieréwnosci trojkata otrzymujemy ponadto, ze

Ve+3—-4vz —1+Vz+8—6Vz — 1=
=|Ve—1-2|+3-Vva—1|>|Vo-1-2+3-vz—1| =1 =1,
przy czym rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
(Va=1-2)-(3-vz—1) >0,

czyligdy2 < vz —1 < 3.

Wynika stad, ze rownanie

\/x+3—4\/w—1+\/x+8—6\/:13—1:1

speltniaja te liczby rzeczywiste, dla ktorych prawdziwy jest uktad nierownosci
22 <g—-1<3%

Oznacza to, ze = € (5,10).

Stownik
o$ liczbowa

prosta, na ktérej wyrézniono zwrot i punkt O zwany zerowym oraz ustalono odcinek
jednostkowy

wartosc bezwzgledna liczby rzeczywistej

wartoscig bezwzgledna liczby rzeczywistej £ nazywamy jej odlegtos$¢ na osi liczbowej od
zera; warto$¢ bezwzgledna liczby x oznaczamy symbolem |z|
nieréwnos¢ trojkata

dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwa jest nieréownos¢
|a +b] < |af +[0],
przy czym rownos¢ zachodzi w niej wtedy i tylko wtedy, gdy ab > 0
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Test samosprawdzajacy

Polecenie 1

Rozwigz test. Wskaz wszystkie poprawne odpowiedzi.

Test

Rownania
z wartoscia
bezwzgledna

Sprawdzisz swojg wiedze dotyczaca:

« wyznaczania wszystkich liczb na osi liczbowej,
dla ktérych dany jest iloraz odlegtos$ci od dwéch
ustalonych liczb,

« wyznaczania wszystkich liczb na osi liczbowej,
dla ktérych dana jest suma odlegtosci od
ustalonych liczb,

e rozwigzywania rownan z wykorzystaniem
definicji i wtasnosci wartosci bezwzglednej,

e rozwigzywania rownan z wartoscia
bezwzglednej z wykorzystaniem nieréwnosci
trojkata.

Liczba pytan: Limit czasu: Twaj ostatni

6 15 min "™

‘ Uruchom




Polecenie 2

Ut6z po jednym zadaniu dotyczacym:

e wyznaczania wszystkich liczb na osi liczbowej, dla ktérych zadany jest iloraz odlegtosci od
dwoch ustalonych liczb,

e wyznaczania wszystkich liczb na osi liczbowej, dla ktérych dana jest suma odlegtosci od
ustalonych liczb,

e rozwigzywania rownan z wykorzystaniem definicji i wtasnosci wartosci bezwzglednej,

e rozwigzywania rownan z wartoscig bezwzgledna, z wykorzystaniem nieréwnosci trojkata.

Zredaguj petne rozwigzanie wraz ze wszystkimi istotnymi uzasadnieniami.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1 @)

O liczbie £ wiadomo, Ze jej odlegtosc od liczby 3 jest dwa razy wieksza niz odlegtos¢ od liczby
21.
Wynika stad, ze:

O lz|=15
() z=-6
O z=9
O |z —3| =2|z —21]
Cwiczenie 2 3

Rozpatrujemy wszystkie liczby rzeczywiste x, ktérych suma odlegtosci od liczby (—1) oraz od
liczby 6 jest réwna 9.
Wyznacz te liczby i wpisz je ponizej w kolejnosSci rosnace;.

Odpowiedz: Szukane liczby to ’ oraz ‘ ’

Cwiczenie 3

Rozpatrujemy wszystkie liczby catkowite x, ktérych suma odlegtosci od liczby 8 oraz od liczby
27 jest réwna 19.

Woéwczas suma S tych wszystkich liczb catkowitych jest réwna:

Odpowiedz: S =




Cwiczenie 4

Rozpatrzmy réwnanie

|z + 3|+ |z —2| =3z + 1.

Sposrdd ponizszych przedziatéw wybierz i zaznacz kazdy, w ktérym lezy co najmniej jedno
z rozwigzan danego réwnania.

() (-18,-3)

D <_97 2>

L) (7,24)

[ (1,16)

Cwiczenie 5

Wybierz sposréd ponizszych te warto$¢ parametru m, dla ktorej réwnanie
le+6|+|z—3=x+m
ma dwa rozwigzania, ktérych iloczyn jest liczbg ujemna.



Cwiczenie 6

Potacz w pary: réwnanie z lewej kolumny, ze zbiorem jego rozwigzan, odnalezionym w prawej
kolumnie.

9z + 21| + = = |6z + 14| — 1 {-2,-3}

5 — 52| + |5z + 30| = 4z + 43 (2,3}
V1-2z+22++vVa2+4x+4=5 {-2,3}
|4z — 6] = V4xZ — 122 + 9 + |4z — ¢ {2,-3}

Cwiczenie 7
Sposrdd ponizszych rownan wybierz i zaznacz te, ktére majg doktadnie 2 rozwiagzania.

() Jlz=3|+|z+2|+|z+4|+|z+ 7] =12
() Jze+1[+|z+5/+|z+ 9| =10
() Jlz—2|+|z+2|+|z+4|+|z+ 7] =13

(] le—4|+|z+2/+]ze+7 =11

Cwiczenie 8

Rozpatrzmy réwnanie |z — |z + | — 5||| + |z + |z — |z + 6||| = = + 20. @
Oblicz iloczyn wszystkich jego rozwiagzan.
Zakoduj w kratkach ponizej kolejno cyfry: setek, dziesigtek i jednosci otrzymanej liczby.

Odpowiedz: \ ] \ ] \ ]




Dla nauczyciela

Autor: Witold Sadowski, Pawet Kwiatkowski

Przedmiot: Matematyka

Temat: Odleglo$¢ na osi liczbowej - rownania z warto$cig bezwzgledna
Grupa docelowa:

Il etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony

Podstawa programowa:

I. Liczby rzeczywiste. Zakres podstawowy.

Uczen:

7) stosuje interpretacje geometryczng i algebraiczng wartosci bezwzglednej, rozwigzuje

réwnania i nieréwnosci typu: |z + 4| =5, |z — 2| < 3, |z + 3| > 4;

IIl. Rbwnania i nierownosci. Zakres rozszerzony.
Uczen:

6) rozwigzuje rOwnania i nierownosci z wartoscig bezwzgledng, o stopniu trudnosci nie
wiekszym niz: 2|z + 3| + 3|z — 1| = 13, |z + 2| + 2|z — 3| < 11,

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

« kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informaciji

» kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

» kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia si¢

Cele operacyjne:
Uczen:

 interpretuje warto$¢ bezwzgledng jako odlegtos¢ na osi liczbowej

e rozwiazuje rOwnania z wartoscig bezwzgledng

o wykorzystuje nierownos¢ trojkata w rozwigzywaniu rownan z wartoscig bezwzgledna

» wykorzystuje definicje wartoSci bezwzglednejw rozwiazywaniu rownan z wartoscia
bezwzgledna



« wykorzystuje wlasnosci wartosci bezwzglednej w rozwigzywaniu rownan z wartoscig
bezwzgledna

Strategie nauczania:
» konstruktywizm
Metody i techniki nauczania:

e burza mozgow
o dyskusja
« stoliki zadaniowe

Formy pracy:

e pracaindywidualna
e pracaw parach
o praca catego zespotu klasowego

Srodki dydaktyczne:

» komputery z gltoSnikami i dostepem do Internetu, stuchawki
» zasoby multimedialne zawarte w e-materiale
« tablica interaktywna/tablica, pisak /kreda

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie metodg burzy mozgoéw przypominajg informacje zwigzane z wartoscia
bezwzgledna: twierdzenia, wzory, przyktady rozwigzanych zadan, definicje, itp.
2. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie, pracujac w parach, analizujg przyktady zawarte w sekciji ,Przeczytaj.

2. Nauczyciel kontroluje prace uczniow, wyjasnia watpliwosci.

3. Nauczyciel wyswietla ,Testy samosprawdzajace” — wybrani uczniowie podaja
odpowiedzi do zadan.

4. Uczniowie pracuja indywidualnie metodg stolikow zadaniowych (na kazdym stoliku po
dwa, wybrane przez nauczyciela, ¢wiczenia interaktywne sposrod ¢wiczen 1 - 6).

Faza podsumowujaca:

1. Wskazany przez nauczyciela uczen przedstawia krotko najwazniejsze elementy zajec¢,
poznane wiadomosci, uksztaltowane umiejetnosci.



2. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia prace indywidualna.
Praca domowa:
2

1. Zadaniem uczniow jest rozwigzanie ¢wiczenia 71 ¢wiczenia 8 z sekcji ,Sprawdz sie”.

Materialy pomocnicze:

Odlegtos¢ na osi liczbowej

Warto$¢ bezwzgledna - definicja

Rownanie z wartoscig bezwzgledna

Zadania prowadzace do rozwigzywania rownan z warto$cig bezwzgledna
Wskazowki metodyczne:

Testy samosprawdzajace moga by¢ wykorzystane na lekcji: ,ROwnanie z warto$cia
bezwzgledng”.
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