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Jakie zastugi w badaniu wielokatow gwiazdzistych miat Jan
Brozek, profesor Akademii Krakowskiej?

Kazdy zajmujacy sie matematyka czy jej historig, zna posta¢ francuskiego matematyka Pierre
de Fermata. Ale niewielu zdaje sobie sprawe, ze jedno z podstawowych twierdzen teorii
liczb, tzw. mate twierdzenie Fermata, zostato sformutowane wczesniej przez wybitnego
polskiego matematyka, zyjacego w latach 1585 - 1652, profesora Akademii Krakowskie;j,

a w latach 1632 - 1652 proboszcza parafii w Staszowie - Jana Brozka. To stynne twierdzenie
sformutowatl on na 42 lata przed Fermatem i podobnie jak Fermat, zajmowat si¢ wielokatami
foremnymi gwiazdzistymi.

Dla danego n-kata foremnego mozemy rozwazy¢ famang zamknieta o n wierzchotkach,
utworzong z tych przekatnych tego wielokata, ktore maja rowng dtugosc¢ - otrzymujemy
wowczas wielokat foremny gwiazdzisty.

Najbardziej znanym wielokgtem foremnym gwiazdzistym jest pentagram (patrz rysunek).

To wlasnie Jan Brozek nazwat katy przy
wierzchotkach wielokgta gwiazdzistego
katami sterczgcymi. Brozek podat sposob



kreslenia roznych wielokgtow gwiazdzistych
dla danejliczby wierzchotkéw n. Temu

celowi stuzy odpowiedni rozktad liczby n na
sktadniki. Liczba mozliwych do zbudowania
roznych pieciokgtow jest rowna 2, poniewaz
liczbe 5 mozemy roztozy¢, z doktadnoscia do
kolejnosci, na nastepujace dwie sumy: pieciokat gwiazdzisty

5=1+4= 2+ 3. Oznacza to, Ze po

podzieleniu okregu na 5 rownych czesci otrzymamy: pigciokat foremny, gdy potaczymy
kolejne punkty podziatu oraz pieciokat gwiazdzisty, gdy polgczymy co drugi z takich
punktow (co drugi wierzchotek pieciokata foremnego).

Twoje cele

» Usystematyzujesz wiadomos$ci na temat wielokgtow foremnych.
e Zbadasz liczbe wielokatow foremnych gwiazdzistych dla danego wielokata
foremnego i wykreSlisz przyktadowe wielokaty gwiazdziste.

» Zastosujesz poznane zaleznoSci w sytuacjach typowych i problemowych.



Przeczytaj

Wielokaty gwiazdziste

Wiadomo, ze wszystkie wielokaty foremne o takiej samejliczbie bokow sg podobne. Ale juz
wielokaty foremne gwiazdziste o takiej samejliczbie bokow nie muszg by¢ figurami
geometrycznymi podobnymi. Okazuje sie, ze istnieje tyle réznych (tzn. niepodobnych) n-
katow foremnych gwiazdzistych, ile jest liczb naturalnych wzglednie pierwszych z n,

z przedziatu (1, %) Dla n = 7 istniejg dwie takie liczby, ktore sg wzglednie pierwsze

z liczbg 7 i ktore nalezg do zbioru (1, %) - sg toliczby 2 i 3. Oczekujemy zatem, ze dla
danego siedmiokata foremnego, bedg dwa rézne siedmiokaty foremne gwiazdziste.
Ponizsze rysunki pokazujg, ze rzeczywiscie tak jest.

AN

siedmiokat gwiazdzisty {7/2} oraz siedmiokat gwiazdzisty {7/3}

Sposob konstrukeji takich dwoch siedmiokatow wynika z metody Brozka. Mamy, ze
7=1+6=2+5 =3+ 4. Pierwszy rozklad na sktadniki ,definiuje” siedmiokat foremny,
kolejny wskazuje na mozliwo$¢ 1gczenia co drugiego z wierzchotkow siedmiokata, a ostatni
pozwala skonstruowac wielokat gwiazdzisty, poprzez taczenie co trzeciego z wierzchotkow
siedmiokata foremnego.

Przyktad 1

Naszym celem bedzie teraz skonstruowanie wielokatow foremnych gwiazdzistych
utworzonych z przekatnych danego o$miokata foremnego.

Wyznaczymy najpierw liczbe takich figur. W przedziale (1, %), sa dwie liczby naturalne:
21 3. Liczba 2 nie jest wzglednie pierwsza z liczbg 8, ale liczba 3 jest wzglednie pierwsza
z liczbg 8. Wiemy wiec, zZe jest jeden oSmiokat foremny gwiazdzisty.
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Korzystajgc z metody Brozka mozemy zapisa¢,ze8 =14+7=24+6=3+5=4+4.
Pierwszy z rozktadow na sktadniki opisuje oSmiokat foremny. Rozktad 8 = 2 +- 6,
wyznaczony przez liczbe 2, ktéra nie jest wzglednie pierwsza z liczba 8, prowadzi do
»zamkniecia” lamanejzanim dotrze ona do kazdego z wierzchotkow.

tamana zamknieta w o$miokacie

Okaze sig, ze rozktad 8 = 3 + 5, wyznaczony przez liczbe 3, ktora jest wzglednie
pierwsza z liczbg 8, prowadzi do skonstruowania oSmiokata gwiazdzistego.

N

N\

osmiokat foremny gwiazdzisty

Pozostaje dodac¢, ze rozktad 8 = 4 + 4 prowadzi w oczywisty sposob do konstrukcii
odcinka.

O konstrukcjach wielokatow foremnych i liczbach wzglednie
pierwszych raz jeszcze



Jak zauwazyliSmy w poprzednim akapicie, liczba wielokgtow foremnych gwiazdzistych jest
Scisle zwigzana z wystepowaniem liczb, ktore sg wzglednie pierwsze z liczbg opisujacg ilos¢
bokow danego wielokata. Pamietamy takze o kryterium Gaussa, ktore orzeka o mozliwosci
skonstruowania wielokgta foremnego za pomocg klasycznych metod, tj. tylko za pomocg
cyrkla i linijki. Gauss stwierdzil, ze n-kat foremny mozna skonstruowac tylko wtedy, gdy
n=2".p; - ps... pg, gdzie m jest liczbg naturalng (wraz z zerem), a p; sa réoznymi
pierwszymi liczbami Fermata lub gdy n = 2™, gdzie m jest liczba naturalng nie mniejszg niz
2. Przypomnijmy jeszcze, ze liczbg Fermata jest liczba postaci Fj, = 22" 11, gdzie k jest
nieujemng liczba catkowity. Kazdy z nas potrafi skonstruowac trojkagt rownoboczny, czyli
trojkat foremny. Niemal kazdy wie, ze da sie skonstruowac pieciokat foremny, a opis tej
konstrukecji tatwo znalez¢. Okazuje sie, ze to nam wystarcza, by stwierdzi¢, ze mozliwe jest
skonstruowanie 15-kata foremnego. Mowi o tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie: o konstrukcji wielokata foremnego i liczbach wzglednie pierwszych

Jesli liczby m i n sa wzglednie pierwsze oraz m-kat foremny i n-kat foremny mozna
skonstruowa¢ metodami klasycznymi, to mozna tez skonstruowac wielokat foremny,
ktorego liczba bokow jest iloczynem m - n.

Dowadd

Skorzystamy z kryterium Gaussa.

Przypus¢my, ze jedna z liczb, np. liczba m, jest postaci 2P, gdzie p jest liczbg naturalng nie
mniejsza niz 2. Wtedy, z faktu, ze liczby m, n sa wzglednie pierwsze wynika, ze liczba n
nie moze dzieli¢ sie przez 2 - jest zatem postaci 2! - p; - py - . .. - py, gdzie musi by¢ [ = 0.
Zauwazmy jednak, ze wowczasm -n =2P - 20 -p; -py ... pp = 2P -py - Py - ... Dy Jest
to zatem postac, ktora wskazuje, na mocy kryterium Gaussa, ze da si¢ skonstruowac
wielokat foremny o takiejliczbie bokow.

Przypu$¢my teraz,ze m =20 -p; -py - ... -pyorazn =2%-¢q; - qy - ... - qi. Wtedy

z faktu, Ze liczby m, n sa wzglednie pierwsze wynika, ze zadna z liczb p; nie moze by¢
rowna jakiejkolwiek z liczb g;. Ale wowczas iloczyn m - n jest rowny

PL"D2 ... Dk qQ1 -qz-...-ql,czylijestpostaciZO-p1 ‘P2 ... PE-qL Q2 ... q.Jest
to zatem postac, ktora wskazuje, na mocy kryterium Gaussa, ze da si¢ skonstruowac
wielokat foremny o takiejliczbie bokow. Co nalezato wykazac.

Wracajac do 15-kata foremnego mozemy stwierdzic¢, ze z faktu, ze liczby 31 5 sg
wzglednie pierwsze i 15 = 3 - 5 wynika (po skorzystaniu z powyzszego twierdzenia), ze
15-kat foremny da si¢ skonstruowac za moca metod klasycznych. Wczesniej
musieliby$Smy zapisac, ze 15 = (220 + 1) : (221 + 1), czyli zapisa¢ liczbe 15 w postaci

iloczynu liczb pierwszych Fermata.
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Ciekawostka

promien okregu wpisanego w wielokat foremny nazywamy apotema wielokata
foremnego

Stownik
wielokat foremny gwiazdzisty

n-katem foremnym gwiazdzistym nazywamy lamang zamknieta o n wierzchotkach,
utworzonag z tych przekatnych n-kata foremnego, ktore majg rowng dlugos¢

liczby wzglednie pierwsze

powiemy, ze dwie liczby catkowite sg wzglednie pierwsze, jesli ich najwiekszym
wspolnym dzielnikiem jest liczba 1




Gra edukacyjna

Polecenie 1

Zagraj w gre edukacyjng, a nastepnie rozwigz polecenia.

Polecenie 2

Wyznacz apoteme oSmiokata o boku dtugosci 8.

Polecenie 3

Uzasadnij, ze nie istnieje szeSciokat foremny gwiazdzisty.



Sprawdz sie

Pokaz ¢éwiczenia: O @

Cwiczenie 1

Dany jest dziewieciokat foremny, taki jak na rysunku.

Wyznacz liczbe réznych dziewieciokatéw foremnych gwiazdzistych i skonstruuj te wielokaty,
korzystajac z dotagczonego rysunku.

Cwiczenie 2 @)

Sposrdad podanych nizej wielokagtow foremnych wskaz ten, dla ktérego istnieje tylko jeden
wielokat foremny gwiazdzisty

() szesnastokat
() czternastokat
() siedmiokat

() dwunastokat




Cwiczenie 3

Uporzadkuj podane wielokaty foremne w kolejnosci rosnacej, ze wzgledu na liczbe réznych
wielokatow foremnych gwiazdzistych, ktore da sie skonstruowacé dla danego wielokata.

dziesieciokat =

jedenastokat =

dziewieciokat =

pietnastokat =
Cwiczenie 4

Dopasuj, taczac w pary, dany wielokat foremny i liczbe réznych wielokatéw foremnych
gwiazdzistych, ktére da sie skonstruowac dla danego wielokata.

20-kat foremny 10
23-kat foremny 4
21-kat foremny 5
22-kat foremny 3

Cwiczenie 5

Wyznacz miare kata sterczacego (kata przy wierzchotku wielokata gwiazdzistego)
w osmiokacie foremnym gwiazdzistym.

Cwiczenie 6

Uzasadnij, ze da sie skonstruowac wielokat foremny o trzydziestu wierzchotkach.



Cwiczenie 7 @

Oblicz réznice miar kata wewnetrznego dziesieciokata foremnego i kata sterczacego
dziesieciokata foremnego gwiazdzistego.

Cwiczenie 8 O

Mate twierdzenie Fermata (MTF) orzeka, ze dla dowolnej liczby naturalnej n i dowolnej liczby
pierwszej p liczba n? — n dzieli sie przez p. Udowodnij, korzystajac z MTF, Ze liczba 510 —1
dzieli sie przez 11.



Dla nauczyciela

Imie i nazwisko autora: Jacek Czlapinski

Przedmiot: Matematyka

Temat zaje¢: WlasnosSci wielokatow foremnych.

Grupa docelowa: III etap edukacyjny, liceum, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa

VIIIL Planimetria

Zakres podstawowy. Uczen:

3. rozpoznaje wielokaty foremne i korzysta z ich podstawowych wilasnosci;
4. korzysta z wlasnos$ci katow i przekatnych w prostokgtach, réwnolegtobokach, rombach
i trapezach

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacj;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie.
Cele operacyjne:
Uczen:

e rozpoznaje i poprawnie nazywa n-katy foremne

 stosuje podstawowe konstrukcje geometryczne do rozwigzywania problemow

» odkrywa algorytm konstrukcji wielokatow foremnych o podwojonejliczbie bokow na
podstawie danego n-kata foremnego

» rozpoznaje liczby Fermata i bada, czy dane liczba jest liczbg Fermata

e bada, czy dany n-kat foremny mozna skonstruowac za pomoca cyrkla i linijki

» wyznacza liczbe wielokatow foremnych gwiazdzistych

» wykresla wielokaty foremne gwiazdziste

Strategie i metody nauczania:

o konstruktywizm.
o dyskusja



rozmowa nauczajgca z wykorzystaniem ¢wiczen interaktywnych

Formy zajeé:

praca indywidualna;

gra dydaktyczna;

praca w parach;

praca catego zespotu klasowego.

Srodki dydaktyczne:

komputery z dostepem do Internetu w takiejliczbie, zeby kazda para uczniéw miata do
dyspozycji komputer. Lekcje te mozna przeprowadzi¢, majac do dyspozyciji jeden
komputer z rzutnikiem multimedialnym - woéwczas w grze uczestniczy cala klasa.

Przebieg lekcji

Faza wprowadzajaca:

1. Nauczyciel prosi uczniow o przywotanie postaci jakiejkolwiek postaci znanego

polskiego matematyka (dobrze by byto, gdyby miat przygotowana informacje np.

o Banachu (najczesciej wystepujace pojecie w pracach matematycznych na calym
wspotczesnym Swiecie, to przestrzenie Banacha), Ulamie (projekt Manhattan, zwigzany
z budowg amerykanskiej bomby atomowej)...).

2. Nauczyciel prosi uczniéow o przypomnienie, czym sg konstrukcje klasyczne

w geometrii i jakie znajg kryterium konstruowalnosci wielokgatow foremnych.

3. Nauczyciel podaje temat i cele zaje¢, uczniowie ustalajg kryteria sukcesu.

Faza realizacyjna:

1. Nauczyciel przywoluje posta¢ Jana Brozka i krotko opisuje jego zastugi dla matematyki.

Rysuje na tablicy pieciokat foremny i prosi by ktorys z uczniow narysowat pentagram.
Nastepnie wprowadza pojecie wielokata foremnego gwiazdzistego.

. Uczniowie, pracujac w parach, graja w zalgczona gre edukacyjna: Wtasnosci

wielokatow foremnych i wykonuja polecenia dotgczone do multimedium. Jesli ktorys
z graczy trafil na ostatnie zadanie, to nauczyciel w tym momencie wprowadza
kryterium dotyczace liczby roznych wielokatow gwiazdzistych.

. Nauczyciel w rozmowie z calg klasa omawia kryterium dotyczace liczby wielokatow

gwiazdzistych oraz metode Jana Brozka prowadzacg do sposobu konstrukeji. Rysuje na
tablicy osSmiokat foremny i prosi, by podac ile jest roznych o$Smiokatow foremnych
gwiazdzistych. Nastepnie prosi chetnego ucznia o skonstruowanie tych wielokatow.
Nauczyciel tak steruje dyskusja, by uczniowie zauwazyli, ze nie kazdy rozklad na
sktadniki prowadzi do konstrukciji wielokata gwiazdzistego i by dostrzegli zwigzek

z istnieniem wspolnych dzielnikow odpowiednich liczb.



4. Nauczyciel prosi o przypomnienie kryterium Gaussa konstruowalnosci wielokatow
foremnych oraz o podanie uzasadnienia, ze da si¢ skonstruowac kat foremny.
Nastepnie podaje twierdzenie o konstrukciji wielokata, ktorego liczba bokow jest
iloczynem liczb wzglednie pierwszych i zacheca uczniéw do jego udowodnienia.

5. Uczniowie wykonujg zaproponowane ¢wiczenia interaktywne, wykorzystujac
umiejetnosci z réznych dziatlow matematyki.

Faza podsumowujaca:

Nauczyciel prosi wybranych uczniéw o przedstawienie najwazniejszych elementow, jakie
byly omawiane w trakcie lekcji.

Praca domowa:

Nauczyciel poleca, aby uczniowie wykonali w domu ¢wiczenia interaktywne, ktore nie
zostaly wykonane w czasie zajec.

Materialy pomocnicze:
» Wielokaty foremne
Wskazowki metodyczne:

Gre edukacyjng mozna uzyc¢ jako materiat powtorzeniowy przed sprawdzianem.
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