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Zrédto: Gerd Altmann z Pixabay, domena publiczna.
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Z niektorymi krzywymi zwigzane s3 pewne proste, ktore pozwalajg lepiej przyblizy¢ ksztalt
tych krzywych. Proste te nazywamy asymptotami. Sg trzy rodzaje asymptot: pionowe,
poziome i uko$ne. Asymptoty nie s3 czescig wykresu, stanowia jedynie linie pomocnicze
przy szkicowaniu wykresow. Stowo asymptota pochodzi z jezyka greckiego i oznacza ,nie
taczace si¢”. Terminu asymptota jako linii, ktora nie przecina gatezi hiperboli, uzyt po raz
pierwszy Apoloniusz z Pergi (ok. 260 p.n.e. - ok. 190 p.n.e.).

Twoje cele

Poznasz definicj¢ asymptoty pionowe;.

Obliczysz granice funkcji w punkcie.

Utrwalisz umiejetno$¢ obliczania granic niewtasciwych funkcji w punkcie.

Dowiesz sig, jak zapisa¢ rownanie asymptoty pionowe;j.


https://pixabay.com/pl/users/geralt-9301/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=2238279
https://pixabay.com/pl/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=2238279

Przeczytaj

Asymptota

Asymptota krzywejy = f(x) jest prosta, do ktorej coraz bardziej zbliza sie krzywa, gdy
wzdluz niej si¢ przemieszczamy.

Zajmiemy sie asymptotami pionowymi wykresu funkciji.
Analizujemy funkcje okreslona w otoczeniu punktu c.

Granica danej funkcji moze zaleze¢ od tego, czy zblizamy sie do punktu c od lewejlub
prawej strony. Odpowiednie granice oznaczamy wowczas symbolami:

lim f(z) - granicalewostronna, lim lim f(z) - granica prawostronna.
Tr—Cc™ T—C

Jezeli granica lewostronna funkcji f jest rbwna granicy prawostronnej, to wéwczas funkcja
ma w punkcie ¢ granice obustronna.

Spojrzmy na wykres funkcji ponize;.
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Wykres funkcji ,,zbliza si¢” z ,lewej strony” do prostej o rownaniu = ¢, co mozemy zapisac
nastepujgco: lim f(z) = +oo.
rT—C

Definicja: asymptota pionowa lewostronna




Prosta ¢ = c jest asymptotg pionowa lewostronng krzywej o rownaniu y = f(z) wtedy
i tylko wtedy, gdy lim f(x) = —oc albo lim f(z) = oo.
T—C~ r—C~

Przeanalizujemy teraz wykres funkcji ponize;j.
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Wykres funkciji ,zbliza si¢” z ,prawej strony” do prostej o rownaniu * = ¢, Co mozemy
zapisa¢ nastepujaco: lim f(z) = —oo.
x—ct

Definicja: asymptota pionowa prawostronna

Prosta ¢ = c jest asymptotg pionowa prawostronng krzywej o rownaniu y = f(z) wtedy
i tylko wtedy, gdy lim f(z) = —oco albo lim f(x) = oo.
T—ct T—ct

Wykres funkcji przedstawionejna rysunku ponizej ma asymptote pionowq obustronna.
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Definicja: asymptota pionowa obustronna

Prosta = c jest asymptotg pionowg obustronng krzywej o rownaniu y = f(z) wtedy
i tylko wtedy, gdy prosta x = c jest rownocze$nie asymptotg pionowa lewostronna

i prawostronng krzywejy = f(z).

Jesdli funkcja f jest okreslona co najmniej w jednostronnym sasiedztwie punktu c, to prosta
x = c jest asymptota pionowa tej funkcji wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniejjedna

z granic,

;UIE?— f(z) albo xlliilJr f(z), jest niewtasciwa.

Przyktad 1

Zbadamy, czy wykres funkcji f okreslonejwzorem f(z) = i:g ma asymptote pionowa

lewostronng lub prawostronng.

Rozwigzanie:

Funkcja f(z) = Z=2 jest nieokreslona, gdy = 2, mamy bowiem wtedy z — 2 = 0,

a zatem dziedzing tej funkciji jest zbior R \ {2}.
Obliczamy granice lewostronng i prawostronng funkcji, dla z = 2.
Wazne!

Wykres funkcji ma asymptote pionowa lewostronng lub prawostronng o rownaniu
x = c tylko wtedy, gdy granica lewostronna lub prawostronna tej funkcji w punkcie ¢

jest granica niewtasciwa.




Zatem asymptotg pionowg lewostronng lub prawostronng moze by¢ tylko prosta
oréwnaniu z = 2.

Zbadamy wiec istnienie granic: lim “g oraz lim
z—2- T T2+

z—3
r—2"°

Chcac okresli¢ wilasnosci funkcji w punktach, w ktorych funkcja jest nieokreslona,
korzystamy z nieformalnych réwnosci, np.:

0% = 400, im mniejszy jest dodatni mianownik, tym wiekszy jest utamek, stad 4-oo, oraz

—— = —o0, im wigkszy jest ujemny mianownik, tym mniejszy jest utamek, stad —oo.

Liczymy granice lewostronng danej funkcji w punkcie z = 2: 11151 ﬁ—:g

T—ra—
Zpis x — 2~ oznacza, ze przyblizamy sie do 2, ale wybierajgc cigg argumentow
mniejszych niz 2 (,podchodzimy do 2 z lewej strony”). Oznacza to, ze wartos¢ funkciji
x — 2 dla tych argumentow zmierzajg do zera i s3 liczbami ujemnymi.

Pomocny moze by¢ szkic wykresu funkcji y = = — 2, na ktorym zobaczymy zachowanie
funkcji w sgsiedztwie punktu 2 :

Widzimy, ze po lewej stronie od 2, funkcja y = x — 2 przyjmuje wartosci ujemne.

r— 27 ,zatemx — 2 — Of,stqdmli%n;f ﬁ:g = {%} = {5—,1} = +o00.

Prosta o rownaniu z = 2 jest asymptotg pionowa lewostronng wykresu funkciji, gdyz:
z—3

lim = +o0.
22— T2 +

. . . BRT -3
Liczymy granice prawostronng funkcji w = 2: mlin21+ —.

Zpis x — 2" oznacza, ze przyblizamy sie do 2, ale wybierajgc cigg argumentow
wiekszych niz 2 (,podchodzimy do 2 z prawej strony”). Oznacza to, ze warto$¢ funkcji
x — 2 dla tych argumentow zmierzajg do zera i sg liczbami dodatnimi.



Pomocny moze by¢ szkic wykresu funkcji y = & — 2, na ktérym zobaczymy zachowanie
funkcji w sgsiedztwie punktu 2 :

Widzimy, ze po prawej stronie od 2 funkcja y = x — 2 przyjmuje wartosci dodatnie.

: -3 2-3 1
z — 27 zatemz — 2 — 0", stad }L‘gﬂ 23 — { = } — {0_+} — .

Prosta o rownaniu z = 2 jest asymptotg pionowa prawostronng wykresu funkciji, gdyz:

= —OQ.
zsot T2

Wykazali$my, ze prosta o rownaniu ¢ = 2 jest asymptota pionowg obustronng wykresu

funkcji okreslonej wzorem f(z) = £=3.
Przyktad 2
Podamy réwnania asymptot pionowych wykresu funkcji f(z) = 1’522 :

Rozwigzanie:

Mianownik rozktadamy na czynniki korzystajac ze wzoru a? — b? = (a — b)(a + b):

_ _x+5 x+5
f(@) = 3577 = (47.’/U)JE4+:U)'

5

Funkcja f(x) = WM jest nieokre$lona dla z = 41 x = —4, mamy bowiem wowczas

(4 — z)(4 + x) = 0. Dziedzina tej funkcji jest wiec zbior R \ {—4,4}.

Obliczamy granice lewostronng i prawostronng funkcji, dla z = —4. Funkcjay =4 + 2
jestrosngca w zbiorze y = 4 + x, wiec po lewej stronie —4 przyjmuje wartosci ujemne,
a po prawej wartosci dodatnie.



. z+5 —4+5
m ey = {(4 (—4))0 } {s} =0

. z+5 —445 1

lim d—z)(dtz) { d—(—4)0" } = {W} = +00.
Prosta x = —4 jest asymptotg obustronna funkciji.

Obliczamy granice lewostronng i prawostronng funkciji, dla z = 4.

Funkcja y = 4 — z jest malejaca w zbiorze R, wiec po lewej stronie 4 przyjmuje wartosci
dodatnie, a po prawej warto$ci ujemne.

lim =58y = { o4y | = {obs} = +oo.

z—4
245 _ f_ a5 L _ g 9 _
xlfflﬂ (A—z)(412) { 0 (4+4) } ={ost="-

Prosta z = 4 jest asymptota obustronng funkciji.

Wykres funkciji f(z) = WJEZH) ma dwie asymptoty pionowe: x = —4 oraz x = 4.

Przyktad 3

L ma asymptote

Zbadamy, czy wykres funkcji f okre$lonejwzorem f(z) = = +1

lewostronng lub prawostronng.



Rozwiazanie:
Dziedzing funkciji jest zbior R \ {—1, 1}.

Asymptota pionowg lewostronna lub prawostronng moze by¢ prosta o rownaniu z = —1
lub prosta o rownaniu z = 1.

Licznik rozktadamy na czynniki korzystajac ze wzoru:
a’—1=(a—1)(a®+a+1).

W przypadku mianownika korzystamy ze wzoru: a®> — b* = (a — b)(a + b).

flz) = 2L = (m_‘(i)_(f;(; ”fl)l) = ot2tl dlakazdegoz € R\ {~1,1}.

Zbadamy istnienie granic jednostronnych funkcji f w punktachz = —1iz = 1.
Obliczamy granice lewostronng i prawostronng funkciji, dla z = —1.

Funkcjay = —(z + 1) jest malejaca w zbiorze R, wiec po lewej stronie 1 przyjmuje

wartosci dodatnie, a po prawej warto$ci ujemne.

Jim e [CUREDR L [} — oo,

lim 2zt :{( +( 1)+1} (L) =-c

g1+ —(a+1)

Prosta z = —1 jest asymptota pionowa obustronng wykresu funkciji.

Poniewaz lim z (+ f:{)l = 1_261;;)1 — —3 wiec prosta o réwnaniu z = 1 nie jest asymptota
pionowa.

Wykres funkciji f(z) = _x;; +11 ma asymptote pionowg z = —1.

Stownik
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asymptota pionowa

prosta x = cjest asymptotg pionowg funkcji okreslonej co najmniejw jednostronnym
sgsiedztwie punktu ¢, wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniejjedna z granic lim, lim f(x)
T—C™

albo lim f(z) jest niewtasciwa
z—ct



Film samouczek

Polecenie 1

Zapoznaj sie z filmem samouczkiem omawiajgcym asymptoty pionowe wykresu funkcji,

a nastepnie rozwiaz zadania i sprawdz odpowiedzi.

Trwa wczytywanie danych ..

Film dostepny pod adresem https: //zpe.gov.pl/a/DodJb4uM]

Film nawigzujacy do treSci materialu dotyczgcego asymptoty pionowej wykresu funkcij.

Polecenie 2

2
z2—4 -

Wyznacz asymptoty pionowe wykresu funkcji f(x) =

Polecenie 3

T—x
r—5"

Wykaz, ze prosta x = 5 jest asymptotg pionowg obustronng funkgji f(a:) =


https://zpe.gov.pl/a/DodJb4uMJ
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Cwiczenie 1

Cwiczenie 2

Cwiczenie 3

Cwiczenie 4

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7

Cwiczenie 8




Dla nauczyciela

Autor: Katarzyna Podfigurna

Przedmiot: Matematyka

Temat: Asymptoty pionowe wykresu funkcji

Grupa docelowa:

III etap edukacyjny, liceum ogolnoksztatcace, technikum, zakres rozszerzony
Podstawa programowa:

Zakres rozszerzony:

XIII. Optymalizacja i rachunek rozniczkowy

Zakres rozszerzony. Uczen spetnia wymagania okreslone dla zakresu podstawowego,
a ponadto:
1) oblicza granice funkcji (w tym jednostronne)

Ksztaltowane kompetencje kluczowe:

kompetencje w zakresie rozumienia i tworzenia informacij;

kompetencje matematyczne oraz kompetencje w zakresie nauk przyrodniczych,
technologii i inzynierii

kompetencje cyfrowe

kompetencje osobiste, spoteczne i w zakresie umiejetnosci uczenia sie
Cele operacyjne:
Uczen:

 zna definicje asymptoty pionowej wykresu funkcji;

 oblicza granice jednostronne funkcji w punkcie;

» podaje rownanie asymptoty pionowej;

e rozumie, jak wazne jest staranne wykonanie dziatlan do poprawnejinterpretaciji;

 analizuje zadania oraz dokonuje wyboru najefektywniejszej metody prowadzgcejdo ich
rozwigzania.

Strategie nauczania:

o konstruktywizm
e konektywizm



Metody i techniki nauczania:

» wyklad informacyjny
e burza mozgow
o pokaz multimedialny

Formy pracy:

o pracaindywidualna
e pracaw grupach
» praca catego zespotu

Srodki dydaktyczne:

» komputery z dostepem do internetu,
» projektor multimedialny,

e e-podrecznik,

» arkusze papieru, pisaki

Przebieg lekcji
Faza wstepna:

1. Uczniowie przypominaja definicje granicy funkcji w punkcie;
2. Nauczyciel podaje temat i cele zajec.

Faza realizacyjna:

1. Uczniowie, w parach, analizuja przyktady zawarte w sekcji Przeczytaj;

2. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajgc im wskazowek;

3. Metoda ,burzy mozgow” uczniowie podaja sposob wyznaczenia rownan asymptot
pionowych;

4. Nauczyciel prezentuje film samouczek i omawia go z uczniami, nastepnie uczniowie
samodzielnie rozwigzuja zadanie do samodzielnego rozwigzania z filmu oraz zadania
pod filmem;

5. Uczniowie rozwigzujg ¢wiczenia interaktywne wskazane przez nauczyciela;

6. Nauczyciel kontroluje prace uczniow udzielajgc im wskazowek i zwracajgc uwage na
staranno$¢ zapisow.

Faza podsumowujaca:

1. Wybrani uczniowie prezentuja rozwigzania ¢wiczen interaktywnych;

2. Uczniowie okreslajg co bylo dla nich trudne lub niezrozumiate a nauczyciel udziela
wyjasnien;

3. Uczniowie sporzgdzajg notatke w zeszycie: definicja asymptoty pionowe;j;



4. Nauczyciel omawia przebieg zaje¢, wskazuje mocne i stabe strony pracy uczniow,
ocenia aktywnos$¢ uczniow.

Praca domowa:
1. Zadaniem uczniow jest wykonanie pozostatych ¢wiczen interaktywnych.
Materialy pomocnicze:
Wykres funkcji
Wskazowki metodyczne:

Materiaty zawarte w filmie samouczku uczniowie moga przeanalizowac jako prace wilasng
przed lekcja. Umozliwi im to wystgpienie na zajeciach w roli ekspertow.


https://epodreczniki.pl/a/wykres-funkcji/DMjeeayJi

